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DEDIC4T0RIA 



Ix.** sr. Fraidso» ü tnit ItrU: 

Foi ceQSor deste livro o ex."^ sr. José María Latiao Coelho, 
que jolgou digno de ser dedicado a um geometra. 

Quero, pois; offerecé-lo ao que mais prezo e respeito. 

Ha V. ex."^ cousagrado a melhor por^So da sua vida ao es- 
tudo das mathematicas, que tanto tem amado; e é por essa 
raz3o nimiamente acredor de que se Ihe dedique o primeiro 
iivro para o eusino da sua mais dilecta sciencia. 

Digne-se v. ex.^ de aceitar a humilde dedica^So deste U- 
vrinho. 

E queira Deus encarregar-se de provar que elle era digno 
de ser offerecido a v. ex.% permittindo que para o ensino 
seja tSo prestante como ha mister a mocidade portugueza. 

£ maior padrao, que» em sua humildade, póde erguer ao 
aito meríto e preciosas virtudes de v. ex.% quem foi seu di- 
scipulo e que ora nio póde ser mais do que 

seu admirador sincero e modesto amigo 



/. ¡L ConcñTO da Coita. 
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Ist.** sr. Conceirt: 

A dedicatoria da sua bella arithmetica, pondo de parte o 
extremado favor que a sua amizade Ihe dictou, penhora-me 
extremamente, pela idéa que Ih'a suggeriu. 

Esta.honra, alem da delicadeza e da amizade do sr. Cou- 
ceiro, devo-a eu principalmente á casual circumstancia de 
wn Jniciamento mais tamporSo, que me permittiu dirigir 
ainda uma parte do seu ensino mathiematico. E aceito, pois, 
mui ufano, este belio penhor de gratidSo e amizade; maior- 
mente porque o objecto dedicado é por mim reputado de 
grande valia, 

Se, em quaiquer dos ramos dos conhecimentos humanos, 
é diflBcil tarefa escrever bons livros para o ensino elementar, 
em nenhum é t3o dif&cil quanto nas sciencias mathematicas; 
que se explica pela diñiculdade do assumpto e pela indis- 
pensavel abstracQao de uma sciencia, que deve abranger e al- 
lumiar todas as outras. professor de mathematicas, ou o 
individuo que as expoe, é muitas vezes obrigado a prescindir de 
extremo rigor, e até a sacrificá-lo á conveniencia de imprimir 
uma primeira noQao, menos perfeita, de um assumpto diflGicil, 
que só mais tarde se póde cdmpletar e aperfeicoar. Este sa- 
crificio é muitas vezes necessario, até nas proprias definigoes. 
N5o é fitando directamente o astro da luz que se póde julgar 
da sua fórma. Os vidros corados, que sao mui proficuos auxi- 
liaresín^s pratiQas-.a$tré¥)ainicas, nSo sao menos uteis quando 
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em noYos adeptos se pretende incutir as prímeiras ao(5es da 
sciencia. 

emprego discreto dos artíficios, que conduzem por gra* 
da(5es süccessivas, e n3o de golpe» á cabal percepclo dos 
objectos estudados; a maneira mais consentanea de preparar 
e administrar a substancial alimentagao chamada ensino scien* 
tifico ; em summa, o modo de excitar e de promover o desen- 
YolTimento da actividade intellectual dos principiantes, judi- 
ciosa e proporcionalmente, para se obter o maximo aproveita- 
mento com a minima fadiga, constitue uma arte assás delicada 
e difiicil, que só póde adquirir quem tem talento, muilo saber 
e amadurecida reflexSo. 

Segundo o meu modo de ver o sr. Gouceiro da Costa reune 
estas qualidades. Aproveitando-as de um modo singular na 
composiQao da sua aritbmetica, obra destinada ao ensino ma- 
thematico da mocidade portugueza, fez um servico ao nosso 
paiz; pelo que muito o feUcito. 

Tenho a honra de assignar-me, com toda a dedicaQao e res- 
peito 

seu coUega e amigo obrígadissimo 
Lísboa, 21 de julho de i866. 



Praneiseo áa Pmte Ebrta. 



Digitized by 



EXPLICAglO PREAMBULAR 



As duas primeiras seccoes deste tratado constituem uma 
ARITHHETICA GSUAL, completa, que encerra todas as nocoes de 
arithmetica, essenciaes aos que aspiram a cursar as aulas das 
escolas de agricultura, commercio, industria e humanidadee, 
etc, etc, e, em summa, a todos aquelies, cujos estudos n5o 
sao dirigidos para as regioes superiores das sciencias exactas. 

As noQoes mais importantes para as pessoas que querem 
entregar-se a especulac5es mercantís e induslriaes, differen- 
íam-se pela menor gravura da letra em que estao impressas, 
ou pela marca (*) affecta ao numero do artigo. Pelos mesmos si- 
gnaes se distingue tudo quanto respeita ao antigo systema de 
medidas. A pouco e pouco, o calculo de numeros complexos 
vai perdendo a sna importancia; e em breve tempo o seu em- 
prego será mui restricto. 

objecto da terceira secgao, é, segundo Ampére, a con- 
templacao das propriedades dos numeros. 

A Ariihmoloíjia é principalmente dedicada á mocidade, que 
aspirar a seguir estudos mathemalicos superiores, aos quaes é 
necessario apresentar os elementos da sciencia dos numeros 
completa e rigorosamente. É o seu flm : ensimr a fazer a ana^ 
lyse dos numeros, (como que a abrí-los, para se estudar a sua 
estructura;) descobrir as propriedades relativas aos seus mo- 
dos de composicao e decomposigao, para deduzir dellas al- 
gumas simplificacoes a fazer nos processos do calculo arithme- 
tico, estabelecidos precedentemente; e emfim, desenvolver 
algumas theorias, que n3o téem applicacao immediata, mas 
que síío essenciaes ás pessoas que dirigem os seus estudos 
para as mathematicas superiores. 

Entre essas theorias, a dos numeros incommensuraveis, 
com as respectivas approximacSes numericas, é da maior im- 
portancia nas mathematicas elevadas. Quasi todos os ele- 
mentos dos calculos, nas mathematicasapplicadas, saoobtidos 
experimentalmente por methodos approximados ; consequen- 
temente, para efleituar esses calculos, é muitas vezes indis- 
pensavel saber approximar o seu resultado de um limite pre- 
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viamente clef3ignado,-e'é mmtas outras Yezes essencial saber 
determinar a'priori o limite até o qnal se póde contar com a 
exaotidáo do resultado. Tal é o fim das approximacoesDume- 
mas. 



coUegio-militar, a cujos atamnos este livro éconsagrado, 
foFneoe individuos a todas as dasses de servidores do estado. 
Ha ex-alemnos do coliegio militar em todas as aitnas do exer* 
cito, na engenheria civil, no corpo administrativo, no corpo 
diplomatico, e em todas as outras eorporaeoes de servidores 
publieos; ha-os no clero e entre os individuos dedicados ao 
commercio, ás artes, á industria, ^tc, eíc. Esta dispersaodos 
ex-akimnos do collegio procede da desigiialdadeeotreascon- 
dágoes soeiaes de suas familias, de suas fortuaas, e da aiter- 
natíva de conduirem ou nao o curso do mesmo collegio: que 
ella é uma realidade attesta-o a experiencia. 

Eis porque reuini neste livro, feito para servir aos alumnos 
do coliegio militar, e mandado adoptar para o seu ensino, as 
BOíjoes de arilhmetica adequadas ao eurso geral do mesmo 
CQÜegio, e as que poderao no porvir ser essenciaes a cada ex- 
atanmo, na condiQao social até onde as fortonaso tiveremaven- 
tedo. que é indispeosavel ao curso do eollegio distingue-se 
pela maior gravura.do typo: do que mo é essmcial, ensinarei 
poucos artigos a alguns alumnos mais distinctos, segundo a 
sua habüidade e a opiniao que podér formar a respeito do seu 
futuro. 

f inaimente, o dever de quem ensina é ensinar bem no mais 
bceve tempo possivel, sem aladigar os seus discipulos. Toda 
a ii(?5o de um professor, que sabe exercer o seu ministerio, 
seja essa ligao oral ou escripta, deve ser regida por uma ideia 
phiiosopJiica, deve ter unidade, deve tw um fim: todas as 
partes da sua materia devem«^ oaturaimente deduzidas umas 
das outras, systematicaBft^te travadas eatre si, reconduzidas 
á unidade, a&Mulas |)ela ideiaprímor^ial; dev^ ser as defíni- 
^oes ctenas e pretísc^, e por isso, o prúfomr mo deve insis- 
Ur em^definir a$ ^isas 4üo fórmíUmeitíe conkmdas qme náo 
J^a íermosmom otarQs puraMs easpUmr; nao deve dmar 




sem defim0o iodos os termos obscuros ou equivocos; nSo 
deve empregar nas definigdes senáo termos perfeitamentecO'' 
mhmdos m precedentemente explicados^; devem os prÍQCÍptos 
ser de tal sorte enimciados que seja facii aos que apread^ 
rete4os na memcHía; as applics^oes devm coincidir com os 
principios, ser quanto possivel architectadas s6bre factos bem 
conhecidos dos estudantes, e propriasaexcitai^lhesaattenQSo 
e interesse, pela mle com que sejsm apresentadas*. pro- 
fésaor nao deve ommitiir nenktm prineipionecessariOy ainda 
qttepor muito clm^o Ihe parega evidente; nao deve estahele^ 
cer como axiomas senáo coisas perfeitamente evidentes, e 
nao deve pretender provar as coisas de tal modo evidentes 
que seja impossivel acharem-se argumentosmaisclarospara 
prová-las; deve demonstrar todas as proposicdes obseuras, 
empregando nessas demonstrafdes axiomas sómente^ aupro* 
poeigdesprecedentemente provadas ou admittidas; flnalmente^ 
náo deve crimarda ambiguidade dos termoSj cahindo na ct^ 
pa de substituir mentiUmente as defmi^es que otrestringem 
eecoplicam. 

Fazer diligesictas para construn: esta obra naquella escala^ 
era meu pnimeiro dever: consegui-lo, era tarefe muitoaciim 
demmi. 

Gonsiderando, poiém, que a obriga(^o de todo o ftmcciona^ 
rio puUiGO nao é smir o seu paiz com uma perfeicSo ideal^ 
seoao serví^o com toda a soa dedica^ao e o melhor que Ihe 
seja possivel : eu, faz^do esta obra, devo ter cumprido omea 
dever, como ser^idor publico com exercicio no magisterio; 
porque empreguei todo o meu zélo, e o melbar que ssArfa^ 
para levá^a a cabo em boas condi^es. 



Tenho assim explicado : a ideia com que produzi o presente 
Tratado da Arithmetica, a divisáo das suas doutrinas, e a ra- 
zao de distinguir pela differente gravura da letra, assim a ma- 

1 A arte de escrever náo é diíferente da de pensar; mas, a da elo- 
qneneia é o dote excellente de reanír uma logica exacta e uma alma 
apaixonada (D'Alembert.) 




tería indispensavel ao curso do collegio militar, como a qiie o 
nSo é. 

Esta expIicaQ3o era essencial a respeito da doutrína exposta 
néste compendio: mas ainda me falta produziralgumasconsi- 
deracSes, igualmente indispensaveis, á cerca da propria disci- 
piina do ensino. 

Goinpendio, é epitome, resumo. 

Muita genle pensa que um compendio de aritlmietica deve 
ser assás minucioso e perfeíto, para que qualquer principíante 
possa aprender bem por elle sem auxilio de um professor. Mas 
a boa razao está do lado opposto. 

Nao ha autor que escreva arithmetica para substituír todos 
os professores desta doutrina; nem póde haver professor, que 
se julgue tao inutíl á face de uma arithmetica que se reduza a 
mero dispenseiro do saber alheio. Distribuir o ensino arithme- 
tico aos seus discipulos é uma pequena parte do afanoso mi- 
nisterio do professor: nem saber de cor esalteadotodasasre- 
gras e fórmulas de uma arithmetica conslitue a verdadeira 
sciencia do discipulo, a qual consiste em saber achar expe- 
dientes para os casos imprevistos, e em saber eleger a fórmula 
util ao problema que trata de resolver, isto é: em saber gerar 
no seu espirito os recursos necessarios para analysar qualquer 
questao. Este resultado nao se consegue senSo pela applicacao 
do discipulo, actuada pelo zélo e boa direcgao do professor ; 
senao pelo cuidado que este tenha de ofazerefifeituartodosos 
calculos indicados no compendio, e de o fazer resolver emca- 
daligao as questoes que cahirem a proposito; complicando-as 
cada vez mais á medida dos progressos do discipulo, pela con- 
juncQao de circumstancias accessorias, que impliquem condi- 
Coes occultas e subentendidas. 

Para ensinar assim é que foi feito este compendio. 



N.B. Os termos seguintes: — principio, coroUariOj e es' 
cholio — empregados nas duas primeiras secQoes deste tra- 
tado, significam, respectivamente : verdade fundamentaly con- 
sequenciay e annotagüo. 
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NOgÓES PREUMINAEES 



1 Chama-se grandeza tudo quanto é susceptivel de au* 
gmeDto ou díminuicSo; c(»no a extenslo, o tempo, o peso, o 
movimento, etc., etc. 

As graudezas podem ser cammensuraveis ou incommensit' 
raveis. 

As grandezas commensuraveis (quantidades) sao o objecto 
das sciencias mathematicas; e podem ser a>ntínuas e descan- 
tinuas. 

Grandezas contínuas sSo as que podem augmentar ou dimi- 
nuír por graus tSo pequenos quanto se queira, como a exten* 
sáo; descontinuas sao as que nao podem augmentar ou dimi* 
nuir por graus tSo pequenos quanto se queira, como uma 
caiia de laranjas, um regimento de soklados* um^ grupo de 
arvores, etc, etc. 

S9o as grandezas descontinuas que nos dao idda do numero. 
Com effeito, observando uma reuníSío de objectos da meana 
especie, tal como um grupo de arvores: se tomarmos tnna 
arvore, como um todo, para temto de compara^, sabermos 
depois quantas s3o na pluraUdaáe, que considerámos, e tere* 
niDS nmnero dellas. 

IfaMrt é a reuniSo de muitas unidatks de uma mesma es- 
pecie. E tambem a unidade é consideradi como um numero. 

iUMaie é todo e qualqoer objecto, qoe se toma para termo 
de compara^o com todos os outros (Ájectos da sua especie. 

2 Mir nu fnttáaa é determinar qoantas vezes eila con- 
tém a grandeza da sua especie, que serve de umdade de «w* 
dida. Por conseipieDCia, os muiieros sSo expressSes de medida 
das grandezas. 
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Se agrandeza, que se mede, contém a unidade uma ou 
mais vezes, exactamente, a sua medida é um numero inteiro. 

Se a grandeza, que se mede, é menor do que a unidade, en- 
tao divide-se esta em meiosj tergos, quartos, quintos, ou 
maior numero de partes iguaes; e se alguma dessas partes é 
contida na gmdpza^ qpí) 5e quer medir, ^uma ou ipais vezes 
exactamente, dX2¿^%é que o nQfiierb,.que ekprinie a medida, é 
uma fracgao ou um quebrado. 

Se a grandeza que se mede, sendo maior que a unidade, 
n3o a coútím exactamente^ tima ou mais vezes, o numero que 
exprime a medida dessa grandeza, eomposto entSo de 0011111:0 
inteiro e de quebrado, denomina-se fraccionario ou mioOOé 

Finalmenle, se a grandeza, que sequer medir, aao coolém 
exactamente a unidade uma ou mais vezes, nem a m^ade, 
terco, nem o quarlo, nem parle alguma das innume- 
rsveis que se póde dividir a untdatle, a grandeza deiK)aff* 
na-se em tal caso incommensuravel, e nenhum numero póéa 
eiprkBir a siia medida exactamefite. 

3 Por eonsequeacia, os numeros slo commmsuramis m 
ineúi^menBHrmm. 

Hmams canmmannreiH sao os inieiros, o£ quebrados, e M 
mixtos ou'fracdonaríos, isto é: os que slo fixrmados exa^- 
mente de unidades ; os que sómente contéem partes ig^aas 
da unidade, e os que co»|éem unidades e partes ignaen da 
imidade, cOD)unetamente. 

ftuneMtt. iiwMiiiDe&swaveis sad os qne nio cootéem unidades^ 
fient ihie^o a)|;iHnir 4a uiHdade, exaetamenteL 

Os namoros s8o aiodd c&ndr^tm e aietractoi^ concrmi, 
quando se nomeia a especie das unidades/qoe m«(mp5eoft; 
absdpaetúB, '{lelo* con(r»río, qaandM) sé dío oomeia a efifccie 
das uoidadiis, que os c(iHftf)^iem. 

Bor esipmpio: quaodo ammeíámos o ousiefo freá^wm 
appliearmos « nefihMíia' ecMec^o áe obpetos, tres ¿neatb 
CASO ttmnero abst>hJt€tú ; nuis^ ' se dizemosr lfv^tfdeaMi^^ou 
tre^ korás, trt$ é eMo numero cmcreto. . j 

4 Ari thHietiea é a parte das^ffiathemalícaSy fcpiet^pcHr ot^^ 
cto os numeros, considerados particularmente. Por coDSiáflK. 
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raoao particular devemos entender a que se applica sdbre as 
individualidades, ou sóbre os factos dos numeros. Considera- 
Cao geral, pelo contrario, é a que se applica sóbre asproprie- 
dades communs a todos os numeros, ou a que respeita ás kis 
que regem as quantidades numericas. Os numeros, conside- 
rados em geral, sao o objecto da parte das sciencias mathe- 
maticas, a que se cbama Algebra; considerados particuiar- 
mente, sao o objecto da Aritlmietica. 

5 A arithmetica, que é de certo a parte elementar da scien- 
cia dos numeros, tem por fim; ensinar a representar os nu- 
meros, a compo-los e decompo-los, e a compará-los. 

Ora, como os numeros podem ser, ou abstractosy ou con- 
cretos, a arilhmetica divide-se naturalmente em düas partes, 
que sao: a arithmetica pura, cujo objecto sao os numeros 
abstractos; a arithmetica applicada, que trata dos numeros 
concretos. Os numeros concrelos, fallando propriamente, nao 
sao numeros, sao guantidades. 

E ainda cada uma dessas partes se subdivide necessaria' 
mente em duas; tendo a primeira por objecto a construcgao 
dos numeros, por meio de operaQoes de composiQao e de de- 
composiQao; e sendo a segunda destinada á comparacáo dos 
mesmos numeros. A reuniao de todas as operafoes arithme- 
ticas, assim para a gerafao dos numeros abstractos, como para 
a dos concretos, conslitue o calculo arithm£tico. 

A arithmetica pura precede a applicada, porque é natural- 
mente mais simples: as applicacoes da arithmetica sSomuitas 
vezes assás complicadas e difflceis. 

6 Os signaes empregados em arithmetica, para maior faci- 
lidade dos raciocinios do calcuio, sao os seguintes: 

mais; 
— menos; 

X 00 • multiplicado por; 
: dividido por; 

( ) parenthesis, mostrando que as operagdes a que está alTecto se 

devem considerar efTeítuadas; 
0" potencia n" ou do grau n; 
y raiz n* ou do grau n; 
igual a; 
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> maior do qae; 
< menor do qae; 

^ differeDte de. 

7 Ipaldade é a expressKo aritbmetica, que consta de dois 
membros equivalentes, reraiidos pelo signal =. 

Desigaddade é a expressSo arittimetica composta de dois 
membros nSo equivalentes, separados por algum dos signaes 

de diversidade, que sao: >, ou <, ou 
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V SECCXO 



ARITHMETICA PURA 
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ARITHMETIGA PURA 



LIYRQ I 

CALCÜLO ARITHMETICO 



CAPITOLO I 

NfttEBAGAO 



8 Nnmen^ é a arte de fonBar od numeros e'de os r^re- 
sentar, por meio de mme» e por meio de caraeteres regolar 
e methodicamente combinados. 

Consla de tt^es partes. 



9 Os numeros inteiros formam'Se pela addicáo sticcessiva 
de wüdadeé. E a serie dos immeros inteiros oao t^ fim: por- 
ifGey aimla qtm&do vtm numer o seja muito grwde, sempre se 
ihe póde ajuntar uma unidade, e logo resultari ocUro maior. 
fmrnam^ as firac^oes dividifido a uiúdade em duas, ires, 
quatro, ou em qualqner numero de partes iguaes» e r^niDdo 
n'uma totalídade algumas dessas partes. 



ÍO Os homens cotíiecaram a contar pelos dedos das maos, 
e deram nomes parlículares ao& numeros assim formados. 
Esses nomes s9o: um, dois, tres, quatrOs cima, sm,$ele, 
oito, nove, dez. 

Chegando ao ultimo dedo forma-se mn total de dez unida- 
ée$f ar» se deMDú» dezena; e reeomefa-se a contar pe- 



I FOflMAgAO DOS NUHRROS 



II NUMERAgAO ORAL OU FAU.ADA 
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los dedos, e por dezenas, da mesma sorte que se tem con- 
tado por unidades, isto é: pronunciando a palavra dezena, 
precedida dos nomes dos dez primeiros numeros. Assim, 
diz-se: 

Uma dezem, duas dezenasy tres dezems, quatro dezems, 
cinco dezems, seis dezenas, sete dezems, oito dezenaSy nove 
dezenas, dez dezenas; palavras que se substitdem por nomes 
mais simples, a saber: 

Dez, vinte, trinta, quarenta, cincoenta, sessenta, setenta, 
oitenta, noventa, cem. 

Ora, como entre duas coUeccoes consecutivas de dezenas ha 
nove numeros intennedios, os quaes se obtéem ajuntando 
5uccessivamente os nove primeiros numeros á primeira das 
duas collecQoes; se a cada um dos nomes das primeiras nove 
coUeccioes de dezenas se ajuntam successivamente os dos nove 
primeiros numeros, obtéem-se assim os nomes de todos os 
numeros desde dez até cem. Estes nomes sao : 

Dez e um, dez e dois, dez e tres, , dez e note; 

Vinte e um, vinte e dois, vinte e tres, , vinte e nove; 

Noventa e um, noventa e dois, noventa e tres, noventa e nove. 

Ás palavras dez e um, dez e doi^, dez e ires, dez e quatro, 
dez e cinco, substituem-se as palavras : onzej doze, treze, qttor 
torze, quinze. 

Por analogia, ao total de dez dezenas dá-se o nome de ceH' 
tena, e assim como se disse: 

Uma dezena, duas dezenas, , dez dezenaSy 

da mesma sorte se diz: 

Uma centemy duas centenas, , dez centenoi, 

00 mais simptesmente: 

Cem, duzentos, ,mü. 

Mas, entre cada duas colleccoes consecutivas de centenas ha 




i1 



Boventa e nove numeros íntermedios, qm se fonMm ajwi 
tando successivamente os noventa e nove primeko» Bumen>9 
á primeiríi das duas coiieccoes. Se, pois, átcafla urados noníies 
das nove primeiras coUec^s de centenas se ajuntaffl os dos 
noventa e nove prímeiros numeros, obtéem-se os tiomes de 
todos os numeros desde cem alé mil. Estes nomes sSo: 



Cmto e um^ cento e dm, 

Duzentos e um, duzentos e dois, 



Ñovecentos e um, novecentos e doiSj 



, cento novenia e novey 
., duzentos noventa e nove; 



, nóvecentús náventa e no©». 



.Quando se chega a mil considera-se este numero como uma 
nova unidade, a que se dá o nome de milhar; e formam-se 
mil eolleccoes de mil, cujos oomes se compoem ajuntando a 
palayra mil aos mil primeiros numeros, o que produz : 

Vm rrál, dois mil, , novecentos noventa e nó^^, 

mil milhares ou um milhao. 

Qraj entre cada duas coliecgoes consecutivas de milhares 
ha noveceníos noventa e nove numeros intermedios, que se 
formam ajuntando os novecentos noventa e nove primeiros 
i^ameros, successivamente, á primeira das duas coUecQoes* 

Compoem-se os nomes de todos os numeros desde mil até 
im milhao, collocando os nomes dos novecentos noventa e 
nove primeiros numeros após cada úma das novecentas no- 
venía e nove primeiras coUeccoes de mii, isto é: 

Mü e um, mil e dois, ,mil novecentos noventa e nove; 

Dois mH e um, dois mil e dois, ,,,, dois mil novecentos notientm e wme'; 

Nove mM e um^ nove mil e dois, , nove mil novecentos 

noventa e nove; 



Depóis, e pela mesma m«ieira qoe se compózeram os lio- 

mes de todos os numeros desde mil até «m milhSo, contando 

p<fr tnidades> dezenas e centenas demUhar, seibilnarao osi 

nomes dos numeros desde um milhao até uma colleccao de 

tík milMeé, a que se chama bittiao, k cada collecQSo de mil 
s 
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biUioes dárse o nome generico de trilliao^ a mil trillíoes o de 
quatrilliáOj e assim por diante. 

Do que Qca exposto conclue-se: que combinando regular e 
methodicamente os nomes dos nove primeiros numeros com 
os das diversas unidades: unidade, dezena^ centena, milhar, 
milháo, billiáo, etc., etc., é facii formarem-se os nomes de 
todos os numeros imaginaveis. 

H As differentes colleccoes de unidades, verhi gratia: 
nm, dez, cem, mil, dez mil, cem mil, milháo, etc, etc, s3o 
tambem denominadas unidades de primeira, segunda, ter^ 
ceira, quarta, guinta, sexta, setima ordem, etc, etc 

As unidades ternarias, a saber: unidade simples, milhar, 
milháOj billiáo, etc, sao denominadas unidades áeprimeira, 
segunda, terceira, quarta classe, etc, etc. Cada unidade de 
uma classe compreiiende mil unidades da classe precedente. 
Cada unidade de uma ordem entra dez vezes na unidade da 
ordem seguinte. 

systema de numeragao, que temos considerado, consiste, 
pelo que se observa, em formar unidades de dez em dez ve- 
zes maiores. Por isso se denomina systema decimal de nume- 
rafao. 

12 numero de signaes, figuras ou algarismos differentes, 
de cada systema de numeracao denomina-se base do systema. 

Quando a base é dois, o systema é binario; se é tres, o sys* 
tema é ternario; se dez, decimal; se doze, duodecimal, etc, 
etc. No systema binario cada unidade de uma ordem é con- 
tida dMas vezes na unidade da ordem seguinte. No systema 
ternario cada unidade de uma ordem é contida tres vezes na. 
da ordem seguinte. E, em geral, em cada systema de nume- 
racao, cada unidade de uma ordem é contida tantas vezes na 
da ordem seguinte quantas sao as unidades da base, ou quan- 
tos sao os algarismos do systema. 

A arte de formar os nomes dos numeros de cada systema, 
se fosse necessario forma-los, sería inteiramente similhante i 
OTipregada para nomear todos os numeros do systema deéi- 
mal. 

13 Denominam-se avos as partes iguaes em que se divide 
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a UDÍdade ; e diz-se: tres dozavos, vinte e Pres setentavos, etc., 
qoando a unídade está dividida em doze, setenta, ou em oatro 
numero de pjirtes iguaes. 

Quando, porém, a unidade se aeha dividMa em duas, em 
treSy ou em quatro, ... ou em nove, ou em dez, ou wl cem, 
ou em mil, . . . partes iguaes, diz-se, em tai caso : tantos meios, 
tercos, quartos, . . ou nonos, ondecimos, ou centesimos, ou 
mill^mos, etc, etc. 

É este modo de compor os nomes de todas as fraceoes. 



14 A numeragao figurada ou escrípta tem por fím repre- 
sentar, por modo simples e breve, todos os numeros com figu- 
ras particulares, que se denominam algarismos. 

Representam-se os nove primeiros numeros pelos nove al- 



Depois, estabelece-se a seguinte convengao fundamental: 
que um algarismo coUocado á esquerda de outro designa uma 
collecgáo de unidades dez vezes maiores que as do otUro al* 
garismo. E por esta fórma, para se representar o numero de- 
zoito, composto de 8 unidades simples e de uma dezena, 
escreve-se 18. 

Emfim, para que esta convencao seja applicavel a todos 
6s casos, recorre-se a uma decima figura 0, denominada zero, 
que nao representa valor algum, mas que serve para se coñ- 
seguir que os outros algarismos significativos occupem os lo- 
gares que Ihes devem ser designados, em virtude da conven- 
Cao fundamental. 

Por efifeito do que dito fica, os numeros dez, . . noven-' 
ta, s5o representados por 10, . . ., 90. 

E collocando agora os nove primeiros algarismos, em logar 
do zero, em todos aquelles numeros, obter-se-ha: 



m NUMERAgAO ESGRIPTA OU FIGURADA 



garismos, quesao: 



1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9. 



21, 



„19;. 



,99. 
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Hbtmirse^ asüm saber escr^ver os msenifíj^ mtíefitmdi 
ros&ameros. 

Para representar cem, . . . , novecentos, eihpregar-se-hío w 
nove primeiros algarjsmos^ escriptos. em terceim ordem^ ou 
saguidos de dois zeros> peio modo seguinte.: 

100, 200, 300, 400, 500, 600,, 700, 800, 90a 

Escrevendo agora os noventa e nove primeiros ñumeroí nos 
logares occupados pelos zeros, em todos aquelles numeros, 
ter-se-ha: 

101,, .,..,,....,.,199; ' 

201,. ...,299; 

901, ,999. 

E, seguindo sempre o systema índicado, é possivel r^pf^* 
sentar, somente com dez algarismos, todos os numeros ima- 
gip^Vf^. 

15 Em virtude da convencao estabeleeida, ^m todo e qua^ 
qo^r Dumero escrjipto, jcada aigarismo t^ dois valores: 
ab$olHtQt e oi^tro relatim. ValQr ab^oluto de um algarisDíp § 
Ibe é proprio ou que é dependente da sua figura. Vafor 
relativo é o indicado pela ordem ou logar do alg^nsmo ew.a 
niiaMsro de qua é parte. pria^eiro logar da jüreita, em qi«d- 
quar nuz^^o, é o das uniéades; o s^gundo é o das dezmc^: 
o t^pceiro, díB» etc. 

16 Iwtím l-^EmnmT im nuf^ero escrfpto com tr^fial' 

Enuncia-se esse numero nomeando succesBivíimente seu^. 
algftii^s, comec^do pela esqqerda, e prooqnciiaQdo após 
a enunciacSo de cada umi e^^cepto do (cias unídadQs^iinpíes, . 
a {)^vra fpm exprime a <^4am wres$)QQdeQti$:ao lopr.^e 
algarismo ocicupa. 

Por exemplo: o numero 365 lé-se — trezentos sessenta e 
cinco; e o numpro 305, trezentos e cirícó. 

17 Exercício 11— Enunciar tm numerp escripto com muitos 
algarismos. ' , 
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DmdeMM o fHnnera em olasses de tres algarismos^ eom^ 
fmdO'pela direka; podeodo a Hltiiteidasse cont^ só mn.oa 
^is algarísnios. Eúuilcishse depot& e successivatiente oada 
tana das elaisses db tres «aigarisn^sv coüo se estisresi5e*i6, co- 
meffimido esqnerd;s^ e protiunciándo após cadaemifioít^ 
Qio^ exceptnanda a daá miiddd^ simpl4s, a palavra que exr 
ptiitie a liiádade. temaria oórmspondefite á classe (11), a sa* 
ber : segmitfoclfsse^ tn^Aar; tere^ra, mlhüo; (]narta» bUKáo; 
quinta, trilliüo; sexta, qmtrilliáo; qnmtilHoQ, swtiUiáo, 
etc., etc. . / 

1& imám lll^Escrever um numero dictado^ 

• Bscrevenhsa successi?amente o» sdgarismos que exprim^ 
qtíantas centenas^ dez^nas e ^nidades de^áa classe temaria 
o nmner6 cmtém, pela^or d e m e m que vaos^do enunciadas; 
e substítuem-se por ¿eros as ccntenas, ^% dezenas ou as tmi* 
dadis, que faltam ent cada uma das ditds cla^es. 

19 Esdoliv^Peks regras, qne dos tres ^xerciejk)s pfece* 
dentes se conctaein^ |)ercebe-$e: que, píra se ler ou-escrwet 
om núitíero'de nHittOs aIgárisiiM)s; basfamber ler ou esere* 
tm^ um mmero de ^íí s á l garismodi — 

' gO Em^todos ds syslemas de numerá^o é prinQpio fuoda* 
Biental: que^um algarismo qualqi^ri oettQcado ¿ esquerda de 
outro, represenb upidadeíS' da oFdem jmmediat«aaente supe- 
ríor ás que exprime estoutro, isto é: tantas vezes maiores 
quantas sao as unidades da-bíwe-do systema. 



algarismo zero é comnjum a lodos os systemas de nume- 
raoao. A base escreve-se ^ambem pela mesma maneira em 
todos elles. Assim, 10, no¡systema binario, enuncia-se dois; 
no temarío, tres; no deciihal, diz; no duodecimal, doze; e 
assim successivamente. ^ 

Parece ter sido Leibnitz o prímeiro que produziu conside* 
rac5es relativas á representac^o detodos osnwaeroseom ui& 
qiiriqiier nmuiero de a^ajnismos. .; > 

Para se íBdieaF>^ syslama diOerenfie do decimal, em que 
eatá««er4)to mB^n«mer<^qimlqiief, pde^se.abase ei^epann* 
HMtfl á ee(|iiierda:6 aóma do ntmero proposto. Esta base es- 
omretSd.8«npr6!in(>/£0rstente:de^ Oe numeroa'^ 10*01 
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e^**890ap estao escriptos, o prímeiro no sygtma binario, 
e outro no duodecimaL Os algarismos do systema binario 
s3o: e 1; os do temario s3o: 0, 1, 2; os do quatemario 
s3o: 0, 1, 2, 3; os do quinario s3o: 0, 1, 2, 3, 4; ... ; os 
do noveñal sao: 0, 1, 2, 3, 6, 5, 6, 7, 8; . . . ; os do systemt 
undecimal sao: 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, e, por exemplo, 
a para representar dez; os do duodechnal sao: 0, 1, 2, 3, 4> 
5, 6, 7, 8, 9, a, e, por exemplo, p para representar onze; 
e. . . assimpor diante. 

Falta saber como se podem representar os numeros em 
todos os systemas de numera?ao. Para isso considere-se em 
particular o systema setenario, cujos algarismos s5o: 1, 
2, 3, 4, 5, 6. Fonne-se um quadro pelo modelo seguinte: 



aonde cada uma das 
casas é destinada a 
conter as unidades 
de uma ordem diffe- 
rente. Supponha-se 
que se quer repre- 
sentar o numero 



composto de vinte e 
quatro unidades; e 
enKo discorrer-se- 
ha pelo modo se- 
guinte: em vinte e 
quatro unidades ba 
trei^ vczes sete uni* 



dades, e mais tres unidades, ou tres unidades de segunda or- 
dem, e tres de primeira; por consequencia, o numero pro- 
posto será representado d'este modo no quadro : 





i 








I.S 




l| 


3 


3 



ott Bimplesmente assim ^^^33. 

Para representar o numero do mesmo systema, compost(y 
de dncoenta e oito unidades, discorrer-se-ha as^: i 

Em dncoenta e oito unidades ha sete me^seteunídades, 
e mais sete imidades, e maís «doas unidades; ou vam unídade 
<te lerceira ordem, uma de 'segunda, e duas deprimeira; logo 
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o numero proposto deverá ser flgurado no (jaadro pelo modo 
seguinte: 







k 


i 


í 

* 




i 


i 


2 



00 simplesmente assim ^'^l 1 2. 

Com esta instruccao será facil representar todos os nume- 
ros do systema setenario, aqui particularmente considerado. 

E depois, para se representarem os numeros de qualquer 
outro systema de numeracao, do senario, do oitaval, 
do duodecimal, bastará raciocinar como acima: Por exemplo: 
escrever no systema duodecimal o mmei^o composto de cento 
cincoenta e duas unidadeSj e o composto de duzentas e quch 
iro unidades. 

Raciocinar-se-ha assim: em cento ciíícoenta e doasotHdades 
ha doze vezes doze unidades e mais oito unidades, ou ha uma 
unidaée de terceira ordem e oito de primeira; por conse- 
quencia, o numero proposto figura-se no quadro pela maneira 
seguinte: 









i 


{ 


•5 


1 





8 



ou simplesmente d'este modo 108. 

Em duzentas e quatro unidades ha doze vezes áoze unída- 
des e mais cinco vezes doze unidades, ou uma unidade de ter- 
ceira ordem e ohico de segunda ; togo o numeiro prcposto será 
representado d'este modo 160. 

E n3o será necessaria maior cópia de principios para se.sa- 
ber representar um numero dado em qualquer systema de 
numeñclo. . / 
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inteiros com as sele letras seguintes: 

I, V, X, L, c, p, M, 
cujos valores respectivos sao : 

i, 5, 10, 50, iOO, 500, 1000. 

^ Para se escrever com estás letras um numero inteiro qual- 
quer basta escrevé-las umas ao lado das outras, comecaivJo 
.pelas de maior valor, e tendo presente que uma letra ante* 
posta a outra maior significa: que se deve considerar esta di' 
mmida em tanía^s unidades^uanta^ as que a primeira^re- 
presenta. 

As unidades siny)les ,e^primem milbares, quando se poe 
.mna linha borisontal por clma.dds letras corre^ond^ote^ oi^ 
OiHi m pela parte inferior. 

. Éxemplo de alguns numeros escriptos no systema deqima^ 
e no da nDpera^^ao jrioimana: 

4 7 9 55 ?S1 1602' _20176 500090 
IV, Vn, IX, Vt^ ÜCCLI, MDOI, XXCLXXVl, D„XC. ' 



EXERCICIOS 

I Escrever no systemd decimal Is numeros seguintes: 
Quinhentos e dez; mil:ceiite e um; Qinco mil e vinte; nove 
mil e cem; doze mil e cibco; cínc(^enta mil e duzentos; cem 
mil e cem; quinhentos mjl ^ um; cjnco milhoes e oito centos; 
cem milhoes cem mil e ¿em, mil um milhoes cinco mil e 
dois; mil e quinhentos billioes^trinta mil milhoes onze mil e 
quinhentos. ^ i m. 

^ II f.er os segmntes nimeros: 

100900001002, iOmWm^. 17Q^2Q0qqOiQ5« . , ; 
. lir ler os nümerós romános séguintes: ' 
XII, LXVI, CCIX, DUL, DCCCXC, MXXI, MMDCCLXífi. ui\ 
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rV Escrever no systema romano os numeros decimaes se* 
gmntes: . , • 

17, 38, 86, 99, 11»,.!^«^ 880, 104% im, 9818, 1812905. 

V Como se poderáo formar os nomes de todos os numeros 
nos systemas simHkuf^es m> éeevmal? 

VI Qmntas palavras differentes sáo necessarias para se 
exprimirem todos os numeros éto systemu decimal desde um 
atétmmihúQ? . ^ . 

/, YQ Qomo se e$crj&oem os ^numeros em todos os systma$ 
de numeragáo similhantes ao decimal? 
ym É indiispen^vel o mrc todos os systemas? 

IX Porque se comega pela esqfjmda a lekura do»numeros 
mteiros? . : 

X Para se ler um mimero inteiro dipiderse^ em classes de 
tfes algarism^s (47)^ Parague ^ esta.dmsjáo? Énecessaria? 
. XI Otto^ $6o as van$agens do^stBsm decimal de mme' 
tVi.fmsQbfetoéos>0smtfos? t 
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CAPITÜLO n 



GONSTRUCtíO DOS MOIEnOS 



g 4 * PrÍDeira Bid* de ctutn^b ^ imirM 



ADDI(iO 



22 Aédi^ é a operagáo que tem por fim construir tm 
íñero que contenha o valor de dois ou de muitos numeros 
dados. 

Os numeros dados denominam-se parcellas; o numero 
construido é o total ou a somma. 

23 flm principál do calculo arithmetico é (4) a construc- 
00 ou gerafáo dos numeros. 

Até aqui temós vísto formarem-se os numeros pela addi- 
C5o successiva de unidades, e n5o temos Ideia de nenhum ou- 
*tro modo de geragao. Podémos portanto conduir que a addi- 
fao de dois numeros é o modo primitivo da geragüo dos 
numeros. 

24 A somma de dois numeros deve conter todas as unida- 
des de que elles sáo compostos, e por isso, para os addicionar, 
será necessario ajuntar ao primeiro todas as unidades que 
contenha segundo. 

Se, por exemplo,-quizermos addicionar quatro com cinco, 
diremos, contando pelos dedos: quatro mais um cinco; cinco 
mais um, seis; seis mais um, sete; sete mais um, oito; oito 
mais um, nove; de maneira que quatro e cinco formam nove. 
Seria de certo natural applicar este modo á addicao de muitos 
numeros ; mas percebe-se que a operacao se tornaria impra- 
ticavel, por sua extensao, quando os numeros fossem gran- 
des. Procurou-se um methodo mais simples. Eis-aqui a regra 
que se segue. 

25 Regra — Para addicionar muitos numeros escrevem-se 
uns debaixo dos outros, de modo que os algarismos que ex* 
primem unidades da mesma ordem fiquem dispostos em co-^ 
lumnas; sublinha^se o vltimo numero, para o separar do 




totah gue se escreve debaixe^ addicionmn'Se sticceseémmen^, 
comepando pela direita, os numeros contidos em cada colum^ 
na; se a somma náo excede nove, escreve^e tal qualse acha, 
mas se ella contém dézenas, escremmm sihnente as unidade» 
e retéem-se as dezenaspara se ajuntarem á columna segmnPe^ 
sóbre a qual se opéra pelo mesmo modo, e assim até á ultima 
columna, cuja somma se escreve debadxo tal qual se acka. 

É evidenle que, operando por este modo, se effeitoará a 
addicao dos numeros, que torem propostos; porque o resul* 
tado coQterá todas as unidades simples, todas as dezenas, to- 
das as centenas, etc, e, por consequencia, todas as unidades 
dos ditos numeros. 

Alem disso, a addicao dos numeros contidos em cada co- 
lumna nao apresenta diflQculdade, porque sómente haverá que 
ajuntar numeros de um unico algarismo a outros numeros 
(24); que é facil, porque os resultados destas.addií:oes par- 
ciaes ficam em breve seguramente gravados na memopia. 

Exemplo: addicionar os numeros 625, 8729, 2185, 77 e8. 



Addicíonam-se os algarism£)S que eonstituem a primeira 
columna, dizendo : S e9, 14; e 5, 19; e 7, 26; e 8, 34. Es- 
crevem-se sómente as 4 unidades, e retéem-se as 3 dezenas 
para serem sommadas com os algarismos da segunda colum- 
na, a qual dá 22; e desta maneira se procede até á ultima 
columna da esquerda, cuja somma, augmentada ccm a dezeíia 
que provém da columna precedente, fórma o numero 11, o 
qual se escreve tal qual á esquerda dos algarismos achados. 
A somma procurada é pois 1 1624. 

26 Bsdieiio I — A regra da somma functe-se em que sémente 
podem addicionar-se numeros que exprimam unidades de 
uma mesma especie; e em que, por consequencia, para addi- 
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625 
8729 
2185 
77 
8 



Somma.. 11624 
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cionar doís ou mais numeros compostos de unidades de di- 
versas ordens será necessario: decompo-Ios em suas unidades 
de differentes ordens; sommá-las entre s¡, e reunir depois as 
sommas parciaes em um só numero, o qüal, contendo eviden- 
temente todas as unidades das parcellas, será por conseguinte 
a somma ou total. 

27 Escbolio II — A somma de muitos numeros é a mesma, 
qualquer que seja a ordem por que se eiFeitue a addiC'áo ; pois 
é evidente que o numero de unidades de uma somma nao 
póde variar senao por augmentaQáo ou diminuifao n'uma ou 
em mais unidades, e jámais pela mudanga da ordem. 

E se ha muitas parcellas para addicionar, divide-se a addi- 
Oao em addiQoes parciaes, sommam-se estes resullados e ob- 
tem-se o total. 

28 Escholio III — Se a somma de cada columna é um nu- 
mero simples, póde-se effeituar a addicao, comecandd por 
qualquer das columnas; porquanto o que obriga a comecar-se 
a addigao sempre pela columna das unidades é a necessidade 
de ajuntar a cada columna as unidades da sua especie, que 
contém a somma da columna precedente. 

29 Escholio IV — Se aos dois membros de uma igualdade se 
ajuntar um mesmo numero, o resultado será uma igualdade. 
A somma ordenodüj (isto é, membro a membro), de duas ou 
muitas igualdades será tambem uma igualdade. Isto é axio- 
matico, ou de simples intuifao. 

30 Escholio V — A igualdade 8=5 + 3 conduz necessaria- 
mente ás igualdades inversas 8 — 5=3 e 8 — 3=5. 

Generalisando, dir-se-ha: sendodadosdoisnumeros, ésem- 
pre possivel conslruir um terceíro numero, diminuindo o me- 
nor dos dois do maior. 

Ora, como esle modo de construccao resulta immediata- 
mente da addi^ao; seguro é que nao constituirá um modo 
novo de gerafao, mas que só conduzirá a uma nova operagao 
ou regra arithmetica, denominada subtracgáo ou diminuifáo. 

31 Prova de uma operagüo é uma outra operagáo pela qual 
$e verifica a exactidáo da primeira; d'onde resulta qne pela 
prova se nao póde concluir rigorosamente que a operagao 
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s^a exacta; porqiranto, sendo a prova umá óperacao, eliá: 
tem par seu* turno necessidade de prova, a qual tambem virá 
a carecer de prova, e asám mdefinítamente. Todaviíi, sendo 
difficil que concorram todas as circumstancias nécessarias 
ptrsi que ama prova seja falsá, a probabilidade de uma prova 
e^pale quasi a uma terteza, 

Pa*i8i se provar a addifSo basta recomecár o calcalo em or- 
dem diversa da que se seguíu para executá-lo, isto é 

I Podem-se somwar as differentes columnas debaixo para 
dma, se a^aidic&o tiver sido operada sommandO'as de cima 
pa^a baixo; e o resültado desta segonda operaoSo deve ser 
idealico ao primeiro, para qué este se possa julgar exacto. 

II Podem-se sommar as differentes colnmnas da esquerdá 
para a direita, dízendo, (Exemplo n.° 25): 

8 e 2 é 10 — para H, 1 ; 6 e 7 é 13, e I, 14 — para 16, 
2;2-f-2+8+7él9- par^i 22, 3;3 + 9 + 5 + 7 
+ 8 é 34 — para 34, zero. E em o resultado correspon- 
dente á ultima columna sendo zero, como no exemplo acima, 
póde-se concluir que a operagao foi bem feita, ou que o re- 
sultado está exacto. 

SSo.estas as provas reaes da addifaó. 

Prova real 'de uma operaQáo é a que accusa necessaria- 
m^»le érro, quando é bem effeituada. 



SÜMRACCAO 

32 A snbtpm^cao é uma opera0o, que tempor fim — decom- 
por wn numero dado em dtias partes, das qiiaes uma é co- 
fdt^cida; ou é uma operacáo, que tem por fim — diminuir de 
um numero dado quantas unidades contém outro numero 
tambem dado. 

Ao resultado se cháma resto, exeesso ou differenca. 

Effl vista desta deflnícaí), é evidente que o processo da 
subtrac?ao se deduz facilmente do da addigao, porque a pri- 
meira das duas é inversa da segunda. Por exemplo, para 
subéPéhir 4 de 9, dir-se-há, contando pelos dedos: nove me- 
nos um, oito; menos um, sete; menos um, seis; menos um. 
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ciQCO. E desta sorte, subtrahindo quatro de nove, acha-se 
cinco para resto. Diz-se pois: que cinco exprime o excesso de 
nove sobre qmtro, ou a differenca de quatro a nove. 

33 Se numero subtractivo fosse grande, a operafao pelo 
modo precedente se tomaria quasi impossivel. Mas, para di-* 
minuir, por exemplo 623 de 856, póde-se discorrer pek) 
modo seguinte: 856 deve-se considerar formado de623 ad- 
dicionado com o numero que se procura, e, por consequ^ 
cia, as suas unidades de differentes ordens serao formadas 
das unidades dessas mesmas ordens dos dois numeros addi- 
cionados. Por esta fórma, diminuindo as unidades de 623 das 
de 856 devem achar-se as unidades do numero que se proca- 
ra; e tambem, diminuindo as dezenas do primeh*o das do se- 
gundo, as centenas das centenas, devem iguahnente achar-se 
as (Jezenas e as centenas do dito numero, que se procura. 

TYPO DO CALCULO 

m 

623 

Resto, 233 

Comecando pelas unidades, dir-se-ha: de 3 a 6, 3, que se 
escreverá debaixo. Passando ás dezenas: de 2 a 5, 3, que 
tambem se escreverá debaixo ; e depois, passando ás centenas : 
de 6 a 8, 2, que igualmente se escreverá. 

D'este modo, 233 é o resultado da subtraccáo, ou o nu- 
mero, que, junto a 623, produz 856. E é evidente que a ope- 
racao que acabámos de praticar é inversa da que nos daria 
856 para somma dos dois numcros 233 e 623. 

34 Acontece porém muitas vezes, quando se diminue um 
numero de outro, que alguns dos algarismos do numero sub- 
tractivo excedem os que exprimem unidades das mesmas or- 
dens no de que se si¿)trahe. Por exemplo, querendo-se sub- 
trahir 29 de 67, é necessario tirar 9 de 7 ; o que nao póde 
ser. Toma-se possivel a subtracgao ajuntando dez unidades 
a 7, que produz 17, e dizendo; de 9 a 17, 8. 

Mas, como aquella addicao de dez unidades augmentará 
resto no mesmo numero de unidades, será necessario dimi- 
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nui-las; e obtem-se esté result^ ajaptaQdo ootras dez uní- 
dades ao numero subtractivo, (isto é, uma unidade ao alga- 
rismo 2); porquanto, diminuifido-se uma dezena mais, o resto 
ficará com uma dezena menos. Consequentemente, de (2 -f 1) 
ou de 3 a 6, 3 : resto é de certo 38. 

35 Do que fica dito condue-se a seguinte: 

Rcgra I Para subtrahir um numero de outro escreve-se o 
menor debaixo do ouíro, de modo que os algarismos que ex- 
primem unidades da mesma ordem fiquem uns debaixo dos 
outros; sublinha-se o numero menor para o separar do resto, 
que se escreverá debaixOj e subtrahe-se successivamentej co- 
mecando pela direita, cáda algarismo do numero inferior 
do que Ihe corresponde no outro. Se alguma das subtracgdes 
parciaes se nao póde effeituarj augmentam-se dez unidades 
ao algarismo superior, mas rcserva-se uma unidade para 
ajuntar ao algarismo seguinte do numero subtractivo. 

Exemplo. Subtrahir 4028 de 32106. 

TYPO DO CALCULO 

32106 

4028 , ' 

' Resto 28078 

Applicando a regra, diz-se : de 8 a 6, nao póde ser, mas 
de 8 a 16, 8, que se escreve, e reserva-se 1 ; 1 e 2 é 3, 
para 10, 7, e vai 1, pára 1,0; 4 para 12, 8, e vai 1 ; 1 para 
3, 2. resto é 28078. 

36 Para se provar a subtraccaOj addiciona-se o resto 
com numero subtractivOj e o resultado deve ser igual ao 
numero maior. Isto resulta evidentemente da propria natu- 
reza da operagao. 

37 Escholid I Se todos os algarismos do numero subtractivo 
^o menores que os correspondentes do numero superior, é 
entao indiff^ente comecar a subtracgao pda Qolumna das 
unidades ou por outra qualquer. 

38 Es€lioUo U Subtrahindo-seimi mesmo numero de ambo3 
os mmbros de uma igoaldade, os resultados ficarao de certo 
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ígQáes. Logo, podem subtrafar^ordenadamente igaaldades/ 
porque os resultados serao tambem igualdades. 

30 Dois numeros, cuja áiBe^en^dí é 1, deDoínioaku-se ton^ 
sécutivos, 

40 Regra Para subtrakir de um numero a s&mma ie mui' 
tos outros, basta dminuir ffesse numerú suecessimménte as 
parcellas do total subtractivo. exetopto: 

35 — (iO + e) = 35- 10 — 6«^25 — 6«i9 

Com efieito, se o numero subtractivo fosse 10, o resto sería 
35 — 10; mas, pprque o total subtractivo teip mais 6 unida- 
des» necessariamente o resto, que se procura^ terá menos 6 
unidades do que 35 — 10, e será, por consequencia, 33 — 
10 — 6. 

Por outro modo; 

35 - (10 + 6) = 35 — 16 = 19. 

41 Regra Para diminuir de tm numero a differenca in- 
dicada de outros, basta subtrahir do primeiro numero o se- 
gundo e ajuntar ao resto o terceiro. Por exemplo: 

35 — (10 — 6) = 35 — 10 + 6 = 25 + 6 = 31. 

E com effeíto, se o numero subtractivo fosse 10, o resto 
seria 35 — 10; ora, porque a differenca sublractiva tem 6 
unidades menos, deverá ter mais 6 unidades o resto que se 
procura, e será necessariameote 35 — 10 + 6. 

Por outro raodo: 

35 — (10 — 6) = 35 — 4 = 3!. 

42 Cmpleitieitt« de um nume^o é o que Cail^ a esse numero 
para completar dex das suas unidades da ordem mais elevada. 

Assim, 4 é complemento de 6; porqüe 6 + 4 =í= 10; e 
37 é complemento de 63 ; porqtre 63 + 37 loO, e 2476 
é compiemento de 75Í4, porque 7884 + 2476 = 16000. 
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43 Rcgra — Para se achar o complemento de um numero, 
hasta subtrahir de 9 todos os seus algarismos, excepto o uU 
timo significativo da direita, o qiial se suhtrahirá de 10. 

Por exemplo: 2476 é o complemento de 7524, porque 

10000 

Namero dado . . 7524 

Complemeiito . . 2476 
Ora, como 10000 é igual a 999 unidades de segunda or- 
dem com 10 de primeira, ou a 999 a; representando-o sem 
zeros, e sendó a o decimo algarismo (exercicio viii, pag. 25); 
á operaOao precedente póde dar-se a fórma seguinte: 

999a 

Numero dado . . 7o24 

Complemento . . 2476; 
pela qual se próva a regra estabelecida para achar o comple- 
mento arithmetico de um numero. 

44 Para se achar a differenga entre dois numeros dados, 
somma-se o numero maior com o complemento do subtractivo, 
e diminuem-se do resultado dez unidades da ordem superior 
do mesmo numero subtractivo. 

Tomemos os dois numeros 871426 e 3920, para exemplo. 

871426-^3920 = 867506. 

Pelo complemento teremos: 

871426 
+ C. 3920 = 6080 - 

877506 

— 10 unidades de 4.* ordem 10 

Resto 867506: como acima. 

A razao é facil de dar-se: porquanto, sendo 3920=10000 
—6080, é pois 871 426—3920=871426- (10000—6080) 
=871426—10000+6080 (n.^ 41); e é fmalmente 
871426 — 3920 = (871426 + 6080) — 10 unidades de 4.* ordem. 
ObscfYacao— Tambem se póde, pelos complementos, achar 
a somma de dois numeros por meio de uma subtraccao. 

45 Eiemplos — Achar, pelos complementos, o resultado das 
opera^des seguintes: 851307—165—9343 + 7530—6080; 
e obter, pelo mesmo meio, o resultado dest'outra operagáo: 
6037+538. 
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TYPO 00 CALCULO TYPO 00 CAUÜiO 

8ol307 6037 
+ C. 165= 835 — C.538 = 462 

+ C. 9343 = 657 DiíTeren^a 5575 

753u mais 1 unidade de 4/ ordem 1 

+ C.6080 = _^ Resultado 6575 

Somma 864249 

menos 2 unídades de 5.* or- 

dem e 1 de 4." 21 

Resultado 843249 

EXERGIGIOS 

I Acharas(mmademiiüosnumeros, comecandopelasuni- 
dades da ordem superior: inconvenientes desle modo de ope- 
rar. Como sepoderá corrigir tma somma, no caso de se trocar 
uma parcella por oittro numero? Como se addicionam os nu- 
meros dos systemas similhantes ao decimal? 

II Effeituar uma subtraccáo, comegando pelas unidades 
superiores: inconvenientes deste modo de operar. Corrigir 
uma differenca, no caso de se trocar por outro algum alga- 
rismo do numero maior, ou do subtractivo. Porque é que, 
para se effeituar uma subtracgao, se ajuntam 10 unidades e 
náo 2, 3, 4, etc, ao algarismo do numero maior^ que é menor 
que correspondente do subtractivo? Como se effdtm a sub- 
tracQoo, nos systemas de numeragao similhantes ao decimal?. 



§ l,*^ Segoido nodo ée coistra^io 
MULTIPLICAfiO 

46 Inltiplícacáo de um numero por outro é a operacSo pela 
qual se compóe, ou se acha um terceiro numero, que seja a 
respeito do primeiro o mesmo que o segundo é a respeito da 
unidade. 

primeiro dos dois numeros, que é o que se multíplíca, 
denomina^se multiplicando; o segundo, multiplicador; o re- 
sultado da muUiplicacSo, producto. multiplieando e o mul- 
tiplicador chamam-se factores do producto. 
Da definicSo de multiplicacao se deduz o seguinte: 
Se multiplicador é I, o producto é igual ao multiplicando; 
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Se maltíj^cader é maior que 1, o producto é Baaior que 
oiiMitipiioaBdo; 

Seotmultiplkaáer ézero, o producto é tambem zero. 

47 Em virtude da definigSo de multiplicacao, o producto 
por 5 serátum numero cooQposto de tantas vezes o mul- 
tipüoaQdo 7 ifiiaitas :s3o asunidades do multiplicador 5. Ora, 
oriMltiidioador é a somma de cioco unidades; logo o produ- 
«tode 7.por 5 será igoal ao multipUcafi(k) repetído cínco ve- 
z«6 craio parceUa. isto é: 

7 x'5 =7 + 7 + 7 +7 + 7 = 35. 

Este modo de construcc3o de um numero, por meio de 
doís.oiitros, é um easo particutar da construccao de um nu- 
mtro pela addi^ao de muitos oulros: é o caso em que todos 
^noflierosadiMcioBados slo iguaes. 6ste modo de c(mstrue- 
0ao tem, pois, o seu caracter particular, que nao é o da*addi- 
(ao. 

48. Para achar o producto de dois numeros digitos ou sim- 
ples, basta saber de cór a tabuada de multiplicar. 

Esta tabuada forma-se escrevendo em linha horisontal os 
nove numeros digitos; sonunando cada um comsigo mesmo 
até nove vezes, e escrevendo os resultados em liiAas verti- 
caes. 

Da ordem adoptada na formagao da tabuada se segue: que 
para achar o producto de dois numeros digitos se busca um 
dos factores na prmeira Unha horisontal, e o oirtro na verti- 
cal da esquerda; e que o numero da casinha correspendente 
ao ponto de concurso será o producto, 

Exenjplo: 

7x8 = 36; 4 X 9 -= ^;*9 x 9 = 81. 

Í9 Para aoharr o produíito de «m immero coa^fwslo de 
muitos algarismos por mn numero shnj^s, basta muitiptiott: 
sucoessi^amffinte ^ umdades, dezenas,- e^teoas, etc», etc. do 
multipUcando pelo mdtiptícador ?porquanto, em se repetindo 
cada uma das partes do máltípUcandoiañte'Yezes quantas 
sao as unidades do muUipUcador, daro é que<se terá repetido 
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muUipIicaQdo ígual namero de vezes. Mas, quando os pro- 
ductos parciaes excedem 9, sómente se escrevem as «nida* 
des; reservando se as dezenas para as ajuntar ao prodacto 
seguinte. 

Begrt Para muUipUcar um mmero compo$$o de muitos 
algarismos por um numero simpleSj muUiplicam'se successi* 
vamente a$ unidades, dezenas, centenas, etc., etc. do muUi- 
plicando pelo muUipUcador, escrevem^e pela mesma ordem 
as unidades dos productos parciaes, e reservam-se sempre 
as dezenas para se ajuntarem ao producto seguinte; exce- 
ptuando as do ultimo producto, o qual se escreverá tal qual 
se achar. 

Por exemplo: para multiplícar 827 por 3, se dírá: 3 vetes 
7 é 21, — escreve-se 1 e reserva-se 2; 3 vezes 2 é 6, e 2 
de reserva é 8, — escreve-se 8; 3 vezes 8 é 24, — escreve-se 
24. Assim, producto será 2481. 

TYfO DO CALCULO 

827 

3 

248i 

50 Begrt Para muUipUcar um numero pelo producto de 
dois factores, basta muUipUcá'lo pelo primeiro factor, e o 
producto obtido pelo segundo. 

Porexemplo: 

19 X 12 -» (19 X 4) X 3 = 76 X 3 = 228 

Explica-se facilmente a razSo desta regra. 
Pois, é (47) 

19 X 12 = 19 + 19 + 19 + 19 + 19 + 19 + 19 + 19 
+ 19 + 19+19 + 19; 

e, se decompozermos esta addi^Io em collecc&es de quatro 
parceUas, o total fícará o mesmo, e teremos: 

19 X 12 = (19+19 + 19 + 19) + (19+19 + 19+19) + 
(19 + 19 + 19+19), 
= 19x4 + 19x4 + 19x4, 
= (19x4)x3, 
= 76 x 3 = 228. 
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51 Begn — Para muUiplicar um numero por 10, 100» 
4:000, etc., basta escrever á direita desse numero um, dois, 
tres, etc, zeros. 

Por exemplo: 

16 X 100 1600. 

Porqae, inQltiplicar 16 por 100 é formar um terceiro numero 
cem vezes maior que 16, isto é : acbar a somma de cem vezes 
16 ; e porqoe, para s(Hnmar cem vezes 16, se ha-de addicionar 
cem vezes 6 e cem vezes 10, cada um dos algarismos da som- 
ma terá um valor relativo cem vezes maior que os correspon- 
dentes do multiplicando 16; logo 1600 é o producto de 16 
por 100. 

5S Regra — Para multíplicar um numero por outro seguido 
de zeros, basta multiplicá-lo por esse numero, e escrever á 
direita do prodttcto obtido tantos zeros quantos tem o multi-^ 
plicador. 

Exemplo: 

38 X 700 = (38 X 7) X 100 = Í66 X 100 = 26600. 

É a consequencia immediata das duas regras precedentes. 

53 Cas» feral da maltiplieafie — Trata-se de obter o producto 
de 234 por 367, por exemplo. 

multiplicador é composto de 7 unidades, e de mais 60 
imidades, e de mais 300 unidades; o producto banle necessa- 
ríamente conter o multiplicando 7 vezes, e mais 60 vezes, e 
mais 300 vezes: logo, para multiplicar 234 por 367, torna-se 
necessarío formar tres productos parciaes dístinctos, e sommar 
depois estes prodnctos. Assim, 

134 X 367 -=234 X 7 + 234 X 60 + 234 X 300, 

= 234 X 7 + (234 X 6) X 10+ (234 X 3)x 100; 

isto é: multiplica-se o multiplicando pov cada algarísmo do 
multiplicador; esorevendo á direita de cada producto parciai 
tantos zeros quantos tem o algarísmo do multiplicador que o 
dá, e sommam-se esses productos parciaes. 
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TTPO DO CALCiLO 

234 

367 

1638 prodacto parcial por 7, 
14040 » » 60, 

70200 » » 300; 

81^78 prodacta 

Ifaqui pois se coDctue a seguitrte 

9i' Regra — Para mnlíipUcm' um numero ^[ualqwr por om 
fto numero composto de muiios algetrimos, muií^cM^ 
ó multiplicando por cada um dos algarismos sigmfieaMf^ 
do multiidicadory successivamen$e; escrevem-seos prodimetm 
parciaes uns debaixo dos outros, de modo que o primeiro oi-í 
genrismo de cada tm fique debaixo dó algarismo do mulHpU' 
cador que dás (para exprimir umdades da mesnrn ordem 
que eUe (tSS)); subUnhO'Se onHimoproductO'pareiat, e^s^w^ 
mam-se todos os productos. 

55 Regra — Se o multiplicando e o muUiplicador sm $er' 
minados por um ou muitos zeros, faz-se a muUipUcagao, 
ábstrahindo d'esses zeros, e collocam'se depois á direita do 
producto obtido todos os zeros escripfos á direita dos for 
ctores. 

Por exemplo: 

2800 X 78000 «.(2ax 75>x woooa 

F^rque, seabstrabinnos dos zeros> queestSEiá direita^doiMl^ 
tipHcaiido, teremos: 

2800 x 75000 = (2800) X ^íTx 1000 = [(2800) x 75J x 1000; 

e porque a somma de setenta e ciüco vezesSBOO harde.coQ3tai: 
necessariamente de 28 repetido 75 vezes, e ter dois zeros á 
direita, será (51) 

[(2800) X 75] = (28 X 75) X 100 : 

]^o» pop. siA^tltuic3o, 

2800 X 79000»= [^x 78) X i«0] X IMO OQ (Qi)^. 

==.(2ax75)x:i«ooeo;. 
que explica o princi|»0 pr(q[K)8to. 
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rismos menos um. 

Por exemplo ; o producto 234x367, ou tem 6 algarismos, 
ou (6 — I), isto é; 5 algarismos. 

Porquanto, 

234x367>234xl0a 

e 

234 X 367 < 234x1000. 

Ora, 234X10»= 23400, que te» 5 algarismos; e 
234xl000=aS400e, quetem.6 algMÍsnios: logo, o pro- 
ducto 234X367 n3o póde ter mais do que 6 algarismos, por- 
qpe é menor do que o producto 234x1000; nem póde ter 
meoos do que 5 algarismos, porque é maior do que o pro- 
ducto 234x100. 

37 A prova real da multiplicacao iunda-se nq segpinte 

KriBdpio — producta de dois numeros náo muda quando 
S€ inverte a ordem dos factores. 

AflSrmOí ppr eiemplo, que 

5.x3.aKa>o5; 

E, com efifeito, multiplicar 5 ppr 3, é repetir cinco unidádés 
tres vezes> isto é: 

fíií<.3 «Ki i ^4- li+ 1) . 
+ (i + i + i+l,+ l) 
+ (i + i + i + i + i) 

=3 + 3+3+3 + 3=3x5. 

Logo, principio estabelecido é verdadeiro. 

58 Para tirar a prova da muitiplícafSo inverte-se a ordem 
dos factores e forma^se outra vez o produeto; e se o produ- 
cto ássim achado é igual aoprimeiro, a multiplica^o está bem 
feit^e producto é esacto. 

láemplo : Quantos dias Ha m 688 annos de 365 dias cada 

É claro que 365 é o multiplicando; porque áeamáD Otpipr 
ducto exprimir dias, tambem.o iai4tipU«»MÍa'ba^e exprí- 
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mir dias; vistoque é 6 todo da raesmar^Mureza qoe ts süas 
partes. E asnm se conhece n'utn producto de dois numeroi 
qual delles é o multiplicando. Eís o 

TTPO 00 CALCULO 



■0LTIPLIGA{¿0 PtOTA 

363 688 
688 365 

mo 3440 

2920 41S8 

2190 2064 

251120 » 251120 



Logo, a multiplicacSo está bem feita. 

59 producto de um numero por % 3, 4, e em geral por 
um Dumero inteiro qualquer, denomiDa-se duplo^ tripb, qua- 
druphs e em geral multiplo d*esse Dumero. 

É evideDte que o producto de dois Dumeros iDteiros é mul- 
tiplo de qualquer dos factores. Os factores s2o deuomiDados 
submultiplos do producto. 

60 Uma igualdade d3o perde o ser quaudo ambos os seus 
membros s3o multiplicados por um mesmo Dumero. Logo» 
se duas igualdades se multiplicam eutre si ordeDadameDte, 
resultado obtido aiuda flcará seodo uma igualdade. 

61 Priicipio — Quando se multiplica um dos factores de 
um producto por um numero inteiro, o producto fica multi' 
plicado por esse mesmo numero. 

Se 

5x4 = 20,é(5x2)x4 = 20x2. 

Porque 

(5 X 2) X 4 (5 + 5) X 4 = (5 + 5) 

+ (5 + 5) 
+ (« + «) 
+ (g + 5) 

= 5x4+5x4 = (5x4)x2 

Pelo mesmo modo sq demostraria a ra23o, se o fodor 
multiplicado fosse o outro. 
Lc^o, principio é Terdadeiro. 
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dSí Priiripit^ Quando $e ajuoía aum4o$ faciores de um 
producto um numero inteiro qualquer, o producio at^gmenta 
fCuma quantidade igual aoprodutío d'esse numeropelo outro 
factor. 

Gom efiéito» 

^ 7 X 4 = 28, 

(7 + 6)x4 = (7 + 6) 
+ (7 + 6) 
+ (7 + 6) 
+ (7 + 6 ) 

= 7x4 + 6x4 = 28 + 6x4 

Pelo mesmo modo se faría a demonstrac3o> sc o factor au* 
gmentado fosse o outro. 

£ está demonstrado o príncipio. 

CtrrihrM — Quando de algum dos factores de umprodu* 
cto se diminue um numero inteiro qualquer, o producto di* 
minue n'uma quantidade igual ao producto deste numero 
pelo outro factor. 

É a consequencia immediata do principio estabelecido. Mas 
tambem se póde mostrar a razüo assim: 

Se 

7x4 =28, 

é 

(7 — 3) X 4 = (7 — 3), 
+ (7 - 3) 
+ (7 - 3) 
+ (7~3) 

= 7 x4-3x4 = « — 3x4; 

ccmio se qaería provar. 

63 lnhdi«— GoDdQe-se dos n."*' ftl e 62 as seguintes re- 
gns, a saber: 

1.^ Para nmltiplicar uma somma por um numero, multi- 
pliea^e cmda patrceUa por em numero, e sommam-se o$ pro- 
ducios parciaes. 

ParamuUipliCftrumadifferenfaporumnumero,mul' 
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típUca-^e c^ tenm áa^ff%rmía p^rm^^nmim^, $ dapro- 

Ájietú maior 8uMrah¡e-se o outro. 
B, em vktiide d<y n*^ 57, tMnismt se pódé dtaer : 
4/ Para multiplicar um mmero poruma somma, béáta 

multiplicar esse mmero por cada uma das pareiiUUy e sátn- 

mar os productos parciaes. 
2.* Para multiplicar um mmero por uma différenga, basta 

multiplicar esse mmero por cada um dos termas daMbtraC' 

foo, e do producto maior subtrahir o outro. 



mitíio 

64 A constniccao dos numeros pelos factores é a origem 
dé uma nova operafSo, que é para a multiplicacSo o que a 
subtraccSo é para a addigao. Com eflfeito, sendo dados S6 e T, 
e perguntando-se qual é o factor, que, com 7 Hrma 86, cíaro 
é que será preciso empregar, para conhecer esse fóctor, uma 
(qpieraQao dífferente de todas as que temos exposto, 

Pbder-se-hia, é verdade, achar o factor por addicSes succes- 
sivas; porque addicionando 7 tantas vezes quantas fór ne^ 
cessario para se formar o total 56, esse ntmiero de vezes 
será evidentemente o fáctor procorado, qué é 8. 

Tambem sería possivel achá-lo por subtracQSes successi- 
vas; pois diminuindo 7 de 56, e tornando a dimínuir 7 do 
resto, e outra vez sete do novo resto, etc^, chegar-se-hia final- 
mente a saber quantas vezes 56 contém 7, isto é, a conhecer 
outro factor, 8. 

Tambem, finahnente, sería possivel determinar o segundo 
factor por muUipticacio, procurando o numero que, multipli- 
cado pelo factor dado 7, dá o producto 56. 

Mas, nem as addicSes e subtrac(oe»^sueoe66im, oeniQS 
t$n$atims^ por mdtíittfcacSo s^iam pfatí6a?eí8» (|n«idát os 
Dumeros dados fossem grandes. Toma-se pois neeessanacBB 
affmi^o, qoe^sqt pava^ SQblrao$3es si«sces8ívas^aii8m 
qiMr.a DMil^Uea(Se é panra adi^o saeoesBífa^wii^iBMÉ^ 
Dumero. Esta operac3o é a divisáo. 

65 fMU¡^éaopefafík> que^temporfmdéeom 
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émtú em flñcMree', qmndo é etmheeiéúaproducimam dos 
fitet&res, m deMminar um dos fáctóres de um prodúoio 199» 
nkeeidú, sen^ dado em proémto e outro^fMor: proM 
dacto, ou iramero fue ee ditride ^^iúoamn:'^^diiíidendio;i) 
fector coDhecido ou numero pelo qual primemyé dividido 
deoomina-se divisor, resultado é quocienti^. .Ot^videndo 
e divisor sío os termos da divisáo. 

Da deflniíao de divisSo tiram-se os seguintes corroUarios, 
asaber: 

S& o divisor. é a^xmídade, quoeiente é igual ao divideado; 
Se divisor é maior que a unidade, quociente é mimjp 

S(» o dividendo e o di\4sors3o iguaes, quocient^é igoai 
á>fffiidade. 

W R^ultaKk deflnicSo de di\i^o que divídendo é sMm 
pre igual ao producto do divisor pelo quociente. Ora ntaM« 
plicar^ts num^s iftteiros é^repetir um tantas vezes qaaEitas 
as'UDidMes ácyotAro^ m üszer um deHes tantas veeesrmaíor 
quantas as unidades do outro ; logo, 

A divisid de dois numeros inteiros tem por objecto'aehar 
quantas vezes- o dhriétendo contém dlvisor, ou ftzero dhri- 
dendo tantas vezes menor quantas as unidades do divis(M^ 
i9to rtpiwtír 6 dividendo em tantas partes igua(»»qua»tas 
as unidades do dMsor, e adiar uma dessas partes. 

É^emet» a diífní^^ quando quociente é numero íntei#o; 
& dMrd^idb en^ coRtém diviBor um immero 6xacto^46 
vezes. Divisáo inexacta é aquelia cujo quocímte lüo é m^ 
rmto itttein>; e neate caso o divi8endo nao contém<><jUhri$or 
unrDiimero exacto devezes. Na divislO'inexacla, o maiornu'- 
mero' de-vezes que dividéndo contém divlsor é que se 
(üÉmfi' parie infeira'do quoeiente; e resto da dimá&é e 
oesea do di^Aendé 9tibm producto do dhisop peia pütd 
inteira do quociente. 

ISsí'qñúqQet dHisfio ineitMta o di^dendo é ig«at)Ra]^ro- 
ducto do divisor pelo ífuecitate, njais resto. 

^•reBte deve «er méiiop qse^ tfivisor; "^fe ú dl^ 
áÉÜPcoiiflAA no dtvldendo tima oa mvÑlm 'md&. 
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67 Befrt — Para dividir um numero inteiro, que termina 
em zeros, por 10, 100, 100, etc., isto é, pela midade se* 
^rida de igml ou menor numero de zeros, basta supprimir 
da sua direita tantos zeros quantos tem o divisor, e o resuU 
tado é quocienie. 

Por exempk): 

278000 : 100 « 2780. 

Esta proposiQSo resulta iinmediatamente da sua iuTersa 
(51), ou da coDvencSo fondamental da numera^o decímal es- 
cripta* 

68 quociente é simples quando o dividendo é menor que 
divisor multiplicado por 10; é composto no caso contrário. 

Quando o divisor é simples e o quociente ha-de ser igual- 
mmte numero simples, a tabuada de multiplicar dá prompta- 
mente o quociente. 

quodente de 8 por 2 é igual a 4; porque 8s54 X 2. 

quociente de 9 por 4 é igual a 2, com 1 de resto; por- 
que9 = 4x2 + 1. 

quociente de 40 por 8 é 6; porque 40 = 8 X 5. 

quociente de 79 por 9 é 8, com o resto 7; porque 
79=5:9x8 + 7. 

69 Para dividir um numero composto de muitos algaris^ 
mos por um divisor simples usa-se a seguinte 

Rejra — Escreve^se o divisor á direita do üvidindo, sqpa- 
rmdího deste com uma linha vertical, e subtítdiamkho para 
separar. do quociente; 

(u) Busca-se o numero de vezes que oprimeiro algarismo 
da esquerda do dividemdo contém o divisor, ou, se ésse pri^ 
meiro álgarismo é menor que o divisor, quantas vezes o nu^ 
mero formado pelos dois primeiros algarismos do dividendo 
eoniim o duoisor, e escreve-se no quocimu o aigarismo que 
ewprime esse ntmero de vezes; 

(h) Dimmue-se da parte empregada do dmámdoopro^ 
ducto do algarismo achado pelo divisor; 

. (€) Bscr^ve-se ao lado do resto obtídOi poreffeüo da sulh 
tracfáo, o aígarismo sfiguinte do dividendOs para formar 
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tcm segundo dividendo patcial, sébre o qual se opéra como 
sábre o primeiro; 

(d) Escreve-se o segundo quociente pardal á dirtüa do 
primeiro, e diminue-se do segundo dividendo parcial o seu 
producio pelo divisor; 

(e) Á direita do resto desta segunda subtracfño escreve^ 
se algarismo do dividendo geral, seguinte ao ultimo alga^ 
rismo empregado, para formar o terceiro dividendo parcial; 

(f) Continuchse pelo mesmo modo até que se tenha baixado. 
ultimo algarismo do dividendo geral. 

Bastam alguns exemplos, para se esclarecer bem a appli- 
cacao desta regra. 
I JWüfdír 67432 por 8. 



Tendo escripto o dividendo e o divisor pela ordem indica* 
da, discorrer-se-ha entSo assim: 

6 n5o contém 8^ nem mna unica vez; mas em 67 ha 8 ve- 
zes 8. numero 67 é o primeiro dévidendo parcial. 

Escreve-se 8 no quociente, e diminue-se 8 X 8 = 64 de 
67, que dá um resto 7. Para a direita deste resto baixa-se 
eDt3o algarismo 4 do dividendo geral, para formar o se- 
gundo dividendo parcial 34. 

Depois, continuando coín a opera^So, diz-se: em 34 ha 4 
vezes 8; portanto escreve-se o algarísmo 4, multiplica-se o 
divisor por este algarismo, e subtrahe-se de 34 o producto 
obtido; e para a direita do resto 2 baixa-se o atgarísmo se- 
guinte do dividendo geral; para formar o terceiro dividendo 
pardal 23. Diz-se de novo: em 23 ha 2 vezes 8; e escreve-se 
2 no quociente; forma-se o producto de 8 por 2, subtrahe-se 
este producto de 23; e para a direita do novo resto baixa-se 
algarismo 7 do dividendo geral, para assim formar o quarto 
dividendó parcial. Finalmente, diz-se assim: em 72 ha 9 ve- 



TYPO 00 MLCULO 

Dividendo 67'V3'2' 8 



Divisor. 




8429 Quocienie. 



72 



Resto 
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S6$ 8, exactameBte; e termiiia^geaopeni^, escrevwdadBO 
quociente e no logar de resto. 

Q qaecieDte proeurado é pois 9420. 

Por consequeDeia 8 x 84S0 = 67432 ;.e bastará ^feitwr 
a operaQao indicada, para se verificar a exactidiOjdOi^iocieBtd» 

II Diniéir porl.^ 

Divideodo O'iWyjT Divisor. 

U u 

Resto 6 

Basta tomar um aigarismo da esquerda da divideudo, por- 
que 9 >> 7. Diz-se entao: em 9 ha 1 vez 7, com o resto 2. 
Baixa-se o algari«mo seguinte, e diz^se: em 21 ha 3 vezes 7, 
exactamente. Escreve-se debaixo de 24, e baixa-se o alga- 
rismo S do dividendo; o que daná 05, ou 5, para dividendo 
parciai, e dir-se-ha entao : em 5 nao cabe 7 ; é o quociente, 
e mesmo 5 fica sendo resto. Baixa-se o algari^mo immediato, 
e toma-se 50 para dividendo parcial. Diz-$e depeis: em 50 
ha 7 vezes 7, e 1 de resto ; e para o lado do resto 1 baixa^ 
logo atgarismo 3. Para concluir,.dír-se-ba: em i3 ba 1 vez 
7, com resto 6. quecieQte procurada-é pois 13074 . Mas> 
porque b» um resto 6, s^e-se qüte 7 aao é fiBictor esacto de 
91503.|É«ámente 91503 = 7 x 13071 4- 6. 

70 Demostra-se fticilmente a .raz9o desta regra, cooside- 
rando: que o quociente exprime o maior Bomero de vezes.que 
diviileado contéBi o divisor, e que, para detonBinar eafienu- 
mero áe^vezee, bastará subtrabir suecessivafEeQte o diúsar 
4o divideiido.qu^tas vezes.seja possivel. 

Retotte-se o exem{do I, av»aber: disidir 67432 por. 8. 

quecieote, que se IwuBea, é oiimepo compofito, ;foi5 
67432 > 6 X 10 (68) . . Para detenoioar as difltereBies ordens 
de uBiAtdes,> de que é coeiyioste o quQoieute, 4li6correr-serbA 
iaftsim:i o divideado émaior fue 8.X 10 ;» naáer 4jue 6 X IttX; 
e maior qse 8 x 10Q0;tHias, emfifla, meaor qiieaxilOOOO; 
por icons^ueBCia^ adivideBdaceatém o divisormai&^ ^ne 
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má wieSy mas vSo póde cante-lo 4ez mjl ^^azes ; togp a or- 
dflft .8ii|»rior <tas iimdades do qiioeiei(<^ é ^ qnarta, oq o 
mílbar. 

Ebí M casa^^endo eerto qpue o dividmdo Odotóm o di^isor 
mais do que mii vezes e menes do que dez fmi, £atlta saber^ae 
é'ml^yeB^, áuas ml, tres mü, . • .^iou nove mü vc^.iOra 
mil Tex»8 difisor é^OOO; e qnaatas vezes seja possivel sub- 
trahír 8600 do 4ivideado, tantas sereo*aB uoidades de míl 
dDiqueci«nte: afóim^ porque 8000pódedimipHÍr-se<te67^ 
o&0:iiezes, ^om wi resto 3432 < 8000 (tf6), o numero.4te 
fflübanes áo quociente é 8; e nao poderé ser 0, porque 6G00 
XíO ^ 7SQ00 (Sa), mak)r que o dividefido 67432. Eis^ o 

TYPO OA PRIMEIRA OPERAQXO PARCIU 





67432 


inenos 


€oeo 




59432 Testo; 


menos 


8000 




.51432 resto; 


menos 


8000 




43432 resto; 


menos 


8000 




35432 resto ; 


menos 


8000 




27432 reslo; 


menos 


8000 




Í9432 resto; 


menos 


8000 




114112 resto; 


IflCMOS 


8000 




3492 



firto'qual^eidaniostra evideittemei^ quo, para A^t^iaxiiiiar o 
Qlg«r¿mo^do6rmithare6doquociente, l)astaná : conhecer (]puft- 
trnma^ o primeiBo dividendo* paraal 67. cont¿mx> divis^r^S, 

O'rasto dartaiprimeíra ^[>entciOipanúii(é d43S.'0ra, Mido 
9n«to.34d2)mamr queio ^isor 8, de «evto que^o^dkídendo 
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coDterá aínda o divisor, pelo meDos uina vez, e menos do qoe 
mil vezes. Para determiDm* mais esse Dumero de vezes» bas- 
tará pois saber quaDtas vezes o resto 3432 contém o dívisor 
8, ou quociente da dimáo de 3432 por 8; e obtw-se-ba 
isso discorrendo pelo modo segaiDte. 

Dovo quocieDte, que se busca, é numero composto, por* 
que 3432 > 8 X 10: contém, pois, esse quecíente unidades 
de differeutes ordeDS; sendo a centena a ordem supericn*» 
pois 3432 > 8 X 100 e 3432 < 8 X 1000, isto é: o divi- 
deudo parcial 3432 coDtém o divisor 8 cem vezes, e dSo póde 
coDte-lo mil vezes. Ora, cem vezes o divisor é 800; e quao- 
tas vezes se possa subtrahir de 3432 o producto 800, tautas 
ser3o as ccDteDas do quociente; assim, porque 800 póde di- 
minuir-se de 3432 quatro vezes, o numero das cenienas do 
quociente é 4, com um resto 232 < 800; e nSo poderá ser 
5, pois 800 X 5 = 4000, maior que o dividendo parcial 3432. 
Eis 

TYPO DA SE6UN0A Of ERAQlO f ARCIU 

3432 
menos 800 

2632 resto; 
menos 800 

1832 resto; 
menos 800 

1032 resto; 
menos 800 

232 resto; 

pelo qual tambem se prova que, para determinar o algarismo 
4 das centenas do quociente, é bastante conhecer quantas ve- 
zes segundo dividendo parcial 34 contém o divisor 8, ou 
dividir segundo dividendo parcial 34 pelo divisor 8. 

resto desta segunda opera^o parcial é 232, o qual, sendo 
maior do que o divisor 8, demonstra que o dividendo conterá 
ainda o divisor, pelo menos uma véz, e menos do que cem 
yezes. Para determinar mais esse numero de vezes, será pois 
bastante saber quantas vezes o resto 232 contém o divisor>8, 
ou quociente da divisáo de 232 por 8; o que se consegue 
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ünxHrreBdo mdaí Deste easo oomo nos dois precedentes. 
quocieDte da divisSo de 232 por 8 é eomposto de dez^s e 
^imidades^ porque 232 > »X 10 e 23a< 8Í< 400, isto 
é: 2^ Goatém 8 dez vezes, e nio póde eonte^lo cem rezes* Dez 
tlses áiyi&ot é 80; e cpianfai^ tese» 80 se possa dtniDiiir 
4e^2, taetas serSo tambem as dezenas do qnocieüte: ora, 
SO póde sabtrabir-se de 233 dms vezes; togo, o algariMW 
das dezenas do queeieote é 2, com o resto 72 < 80; e nfie 
psd6ráser3,porque80x3«3 240>232. Segue-seo 

TYPO DA TERCEIRA OPERAQlO PARCIAL 
232 

menos 80 

i52 resto; 
menos SO 

72 resto; 

ae cpml se observa que, para determioar o algarismo 2 das 
deaeiae do quodente, baeta eonhecer qnsmtas vezes o terceire 
éSmámá& p»*áal 23 eontém o divisor 8, ou dmdir o terceire 
ámdendopañreial 23 pelo dieísor 8. 

resto desta terceira operacao é 72, que contém o diwor 
8 nave vezes, exsH^tamente. Logo, odividendo geral ainda con- 
tém divisor 8 nove vezes, ou é 9 o algarismo das nnidaées 
do quociente, que se biBca. 

Eis as razoes explicativas de todas as operagoes relativas 
ao exercicio I. 

7f ResomiDdo-as agora* em quadro breve, pffl'a tomá^las 
mam eenoi^rátensíveis, achar-se-ba cktramente descrípto o 
typo da operagSo, como se segue : 

Para dividir 07432 por 8, s^param-se da esqnerda da di- 
videwh 09 algarimoe neceesarios para formar um numero 
maior qm o divisor emenor que dez vezes o mesmo divisor: 
esse numero, que é Ql, é o prímeiro dividendo parcial (a, 
n.® 69); divide-se pelo divisor e o quocieníe 8, que assim 
se oMflfi, é aigarissno da esquerda do qumet^e, 

que $e ¡msca* MHU^^ica-se o divisor 8 per este quoeierUe 9; 
diminue-se do primeiro dividendo parcial o producto fer- 
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mado 64> e obtem-se assim tm resto Xque éo prímeiro resio 
da operafáo (b, n.® 69). 

Escreve-se á direita do primeiro resto 3 o algarismo se* 
guinte do dividendo geral, para formar o segundo dividendo 
parcial 34; o qml se divide tambem pelo divisor (c, n.^ 69). 

algarismo 4, assim achado, ¿ o segundo da esquerda do 
quociente: multiplica-se o divisor por esse algarismo; dimi^ 
nue-se do segundo dividendo pardal o producto achado d, e 
ohtem-se entao um outro resto % que é o segundo resio da 
operagáo (d). 

Á direita do segundo resto escreve-se o algarismo seguinte 
do dividendo geral, para formar o terceiro dividendoparcial 
23, qual se divide ainda pelo divisor (e). 

algarismo obtido i é o terceiro da esquerda do quocien- 
te: forma'Se o producto desse algarismo pelo divisor 8; di- 
minue-se do terceiro dividendo parcial o producto obtido 16, 
e achorse entáo outro resto 7, que é o terceiro resto da ope- 
rafáo. Forma-se o quarto dividendo parcial 72; divide-se 
este pelo divisor; obtem-se o ultimo algarismo 9 do quocien-' 
te; e a operagáo é assim terminada exactame$ite ou sem 
resto (f). 

quociente da divisáo de 67432 por 8 é poiSy evidente- 
mente, 8429. 
72 Os typos da operacao sao os seguintes: 



nro (n 70) 






67432 


8000 


Primeiro divisor aaxUiar. 


Produclo 8000 x 8 


64000 


8 


Milhares do qaociente. 


Primeiro resto, oa segando 










3432 


800 


Segundo dívisor auxUiar. 




3200 


4 


Centenas do quociente. 


Segundo resto, on segnndo 








232 


80 


Terceiro divisor auxiUar. 




160 


2 


Dezenas do quociente. 


Terceiro resto, ou terceiro 








72 


8 


Quarto divisor aaxUiar. 




72 


9 


Unidades do quociente. 


Resto dá operagao geral . . . 
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i.' TirO (timpliflMtio do 1.*, o.* 71) 





8 


Divisor. 


Pjimeiro dívidendo pftrcial 67 


8 


Divisor. 




8 


Milhares do qaociente. 


Frimeíro resto 3 






Segaiido dividendo parcial 3 4 


8 


Divisor. 




4 


Gentenas do quociente. 








Terceíro dividendo parcial 2 3 


8 


Divisor. 






Dezenas do quociente. 








Qoarto dividendo parcial . 7 2 


8 


Divisor. 




9 


Unidades do quociente. 


Resto da operagao geral. . 







3.^ TYPO (snppressSo dos prodoetos pardaes) 



Dividendo geral 67'4'3'2' 

Primeiro dividendo parcial 67 
Prímeiro resto 3 

Segnndo dividendo parcial 3 4 
^ondo resto 2 

Terceiro dividendo parcial 2 3 
Terceiro resto 7 

Qoarlo dividendo parcial . 7 2 
Kesto da opera^ao geral . . 



8 



8 



Divisor. 
Divisor. 

Milhares do quociente. 
Divisor. 

Centenas do quociente. 
Divisor. 

Dezenas do quociente. 
Divisor. 



8 



Divisor. 



8429 Quociente. 



9 Unidades do quociente. 

TYPO OA OIVISlO (n.o 69, ex. 1) 

Dividendogeral 67 W2' 

Segondo dividendo parcial 3 4 

Terceiro 2 3 

Quarto 

Resto da operacao 

73 GiM geral da divisio— Dividir dois numeros ínteiros 
vm pelo ontro. 

Befra — Para dividir dois numeros inteiros qmesquer^ um 
pelo outro, escreve'Se o divisor á direita do dividendo, sepa- 
rando^ deste com uma linha vertical, e süblinhando^o, para 
separar do quociente. Tomam-se depois na esquerda do di^ 
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videndo algarismos bastantes para que e numero formado 
por elkSy consiáerado como expriminio tmiásuks simpt^», 
possa conter o iivisor uma vez, peh memosy e memos do que 
dez vezes: será esse numero o prémeiro dividendo pa/mal 
que, dividido pelo divisor, dará o algarismo das midadis 4$ 
quociente, de ordem superior. Forma-se o pr^dmto do éiwism 
pelo primeira aigarismo do quociente; subtrahe-se o producto 
do primeiro dividendo parcial; baixa-se para a iireits^ d» 
resto algarismo immediato do dividendo geralj para fúr- 
maro segundodividendopatcial, que, divididopelo divisordá 
segundo algarismo da esquerda do quociente. Bscreve-se o 
segundo algarismo do quociente á direitadoprimeiro; exec^r 
tam-se, relativamente ao segundo dividendo parciai e ao 
segundo algarismo do quociente, as mesmas operagdes prece- 
dentemente executadas com o primeiro dividmdo parcial e o 
primeiro algarism^) do quociente; e assim se continúm a effei- 
tuar esta serie de operacdee, até qm se baixa o uitimo algeh 
rismo do dividendo geral; escrevendOy em cada opereopio, o 
quociente obtida á direita io precedente. 

Se tm dos dividendos parciass é menor que o éívisor, »- 
creve-se entáo um zero no fuociente; be^ixa^se ckpm o atjtth 
rismo seguinte do dividendo gerah e divide-se pelo iiviser o 
novo dividendo pardaly assim formada, 

Para eoíeQder h&m a applicacao desta regra bosla «ffdtmr 
alguns exercicios de divis3o; tomando para modelos os exem- 
plos de divisSo dos numeros precedentes. 

74 Exemplo: Dividir 8988276 por 596. 



TYf DO OU^LO 



596 Divisor. 



15081 QaoaLoola. 



Dividendo. 898'8'2'7'0^ 

Segundo dividendo ... 302 8 
Terceiro dividendo ... 4827 



O pritaelrO' dividendo parctal é 898, o qual ha-de dWdir- 
por 896, para se óbter o primeiro algarfsmó da esquerda 
it quocíente. Hhs, dividir 898 por 896 é pouco mais otr me^ 
ners mesmo qtre dividfr 8 centénás por 5 ciMitenas, oti de- 
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termioar qoaot^ vezes 8 coi&tém 5. Em tal caso diga-se : em 
8 qoaütas vezes ha 5? — 1 vez. Escreva-se 1 no quociente. 

Multiplique-se 596 por 1; e como se for effeituando o pro- 
ducto assim se proceda á sua dimiüui^ao do primeiro dívi- 
d^do parcialy dizendo : uma vez seis é $ei$s para oito i;tma 
vez mve é nove, para nove 0; utna vez cinco é dncospara 
oito 3; e esíxeveado successivamente 2, e 3. É, pois, o resto 
da primeira operagao parcial 302; para a direita deste resto 
b«se-se o algarismo seguinte do divideudo geral, que é 8« 

sf^ndo divideudo parcial é 3028. Prosiga-se na ope- 
rafio dizendo: em 30 qmn$as vezes 5? — 6 vezes. 

Mas, multiplicando 596 por 6 obtem-se 3076, que émaior 
do que 3028. Este resultado demostra que 3028 nao contém 
596 seis vezes: por consequencia, nao se escreva 6 no quo- 
cieDte, mas stoiente 5. 

Multiplique^se o divisor pelo algarísmo 5, e diminua-se si- 
mnltaneamente de 3028 o producto obtido» dksendo: cinco^ 
vezes seiSj trintay para trinta e oito — 8, evai tres; cinco ve^ 
zes nove, quarenta e dnco» com tres, quarenta e oito, para 
cincoenta e dois — l,e vái cinco; cinco vezes cinco é vinte e 
cincOs com cinco trinta, para trinta, 0; e escrevam-se suc- 
ces^vamente os restos 8 e 4. É pois o resto da segunda ope- 
ra^o parcial 48, á direita do qual se escreva o algarismo 2 
dqr dividendo geral» para formar o terceiro dividendo parcial 
482. Mas, porque^ 482 é menor que 596, ponha-se ent3u> no 
qooeiente, e baixe^e depois o algarísmo seguiate do divi- 
dwdo g^ que é 7, para formar assim o quarto dividendo 
psffcial 4827. E prosiga-se na operaoao dizendo : em 48 quan' 
tMvezes ha^^ — ^vezes. 

Porém, multiplicando o divisor pelo algarismo 9, e subtra- 
hindo de 4827 o producto, conhece-se que o dividendo par- 
<M Bio póde conter o divispr 9 vezes, porque o producto 
5S6xO é maior que 4827. Com effeito, multipiique-se e sub- 
tráia-se simultaneamente dizendo: nove vezesseis, cincoenta 
e fuatro, para cincoenta e sete, 3, e vai cinco; nove vezes 
nave, oitenta e um, com cinco, oitenta e seis, para noventa 
e ám^ e vai nove; nove vezes cinco, quarenta e cinco, e 
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novej cincoenta e qmtro, que nao póde subtrQhir-se de 48: 
logo, algarismo 9 é demasiado ; pelo que se ensaiará o alga- 
rismo 8, immediatamente inferior. 
• Escrevendo agora 8 no quociente, e operando como prece- 
dentemente, obter-se-ha o resto 59, e o novo dividendo par- 
cial 596. Ora, dividindo 596 pelo divisor 596, o quociente será 
I, e resto 0. Escreva-se, pois, o algarismo 1 no quociente, e 
no resto. 

Tendo assim baixado todos os algarismos do dividenda 
geral, a divisao está concluida. quociente é 15081 sem 
resto; o que signiflca que 8988276 contém 15081 vezes 596, 
exactamente. 

75 A divisSo de um dividendo parcial pelo divisor é sem- 
pre feita por approximacSo e tentativa, e dlsso resulta : que o 
receio de escrever no quociente um algarismo demasiado póde 
occasionar a escripta de outro diminuto. Reconhece-se queum 
algarismo é diminuto, porque o resto obtido, diminuindo da 
divídendo parcial o producto do dívisor pelo algarismo, é 
igual ao mesmo divisor ou maior do que elle. Augmenta-se 
entao a este algarismo t/ma^ duasy . . ., ou mais unídades» 
até se obter um resto menor que o divisor. 

Reconhece-se que um algarismo é demasiado, porque nao 
é possivel entao diminuir do dividendo parcial o producto do 
divisor pelo algarismo, como aconteceu no exemplo do n.^ 74. 

Todavia, ha uma prática para diminuir o numero das tentati- 
vas. Por exemplo: para dividir 3028 por 596, em logar de se 
dizer: em 30 quantas vezes hab^ diga-se: em 31 quantas ve^ 
zes ha 6? algarismo 5, assim obtido, é com efifeito o quo- 
ciente da divisao de 3028 por 596 (n.^ 74). A regra é a se- 
guinte: quando o segundo algarismo do divisor é igual ou 
superior a 5, augmmta-se 1 ao primeiro, e (como por com- 
pensafSo) augmenta-se tambem 1 ao primeiro numero da es^ 
querda do dividendo parcial, que se toma para dividir por 
esse algarismo do divisor, 

E explica-se facilmente a razío disto: porque 596 > 580 
dilfere menos de 600 do que de 500; e é pois mais exacta 
dizer: em 30 quantas vezes Aa 6? do que: ein 30 qtuintas 
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vezes Aa 5? Porém, tendo-se excedido o divisor, subsliluindo 
600 por S96, conYem augmentar o dividendo 30, para corri- 
gir defeito do qnociente. 

Raras vezes falha a applica^So desta regra. 

76 Exemplo: Dividir 1384161 por 3628. 

TYPO 00 ULCULO 



15841'61' 
13296 
24121 

1353 



3628 



436 



primeiro dividendo parcial é 15841. segundo alga- 
rismo do divisor é superior a S; por isso diz-se: em 16 quan- 
tas vezes ha 4? — 4 vezes. Mulliplica-se 3628 por 4 ; diminue- 
se de 1S841 producto; obtem-se o resto 1329, e forma-se 
segundo dividendo parcial 1 3296. Agora diz-se : em 1 4 quan- 
tas vezes ha 4? — 3 vezes. Opera-^e neste caso como acima; 
obtem-se o resto 2412, e forma-se o terceiro dividendo par- 
cial 24121. Finalmente diz-se: em 2S quantas vezes ha 4? — 
6 vezes. Opera-se tambem neste caso segundo a regra, e ob- 
tem-se o resto 13S3. 

Logo, quociente da divisao é 436, e o resto é 13S3, isto 
é: 1884161 contém 436 vezes 3628, com o resto 13S3. 

77 Exemplo: Dividir 9SS727 por 2334. 

nPO 00 CALCULO 



9557^27' 
1412 7 



2354 



406 



primeiro dividendo parcial é 9SS7; o primeiro algarismo 
do quociente é 4, e o resto é 141. segundo dividendo par- 
cial é 1412, que é menor que o divisor; por consequencia o 
terceiro dividendo parcial é 14127. Dizendo entaó: m 14 
quantas vezeshai^ — 7 vezes; acba- se um algarismo demasia- 
do, porque o verdadeiro algarismo é 6. Para evitar os erros 
desta especie ha a regra seguinte: quando o segundo algor 
rimo do divisor é menor que S, diminue-se entáo 1 ao pri- 
meiro numero da esquerda do dividendo parciaiy que ha-de 
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léf dimaáo pelo primnra algarimo do divisor. Deste] 
do, em logar de se dÍKer : emik fumtas vexes Ma 2? dewi 
dizer-se: eml^ qmnta^ vezes Aa 2? — 6 vezes. 

Esta regra explica-se poueo mais ou meoos eomo a do 
n.^ 75, e, como aquetta, tambem raras v^s &lba. 

78 Quando o quociente deve ter muitos algarismos, abre- 
viam-se e facilitam'Se as operacoes empregando a tábua dos 
multiplos do divisor, desde uma vez até nove vezes. Para for- 
mar esta tábua toma-se o divisor; dobra-se; somma-se o di- 
visor com o seu^ dóbro, e obtem-se o triplo, ou o seu produ- 
cto por 3; ao tríplo ajunta-se ainda o divisor, e obtem-se o 
seu producto por 4; e, contínuando assim a ajuntar successir 
vamente o divisor a cada producto formado, se chega a obter 
os seus nove prímeiros multiplos. 

Tome-se para exemplo a divísao de 17859648307506 por 

4857. TTpt 90 CAtCULt 



17859648307506 
14571 



32886 
29142 

374U 
33999 



4857 



36770945^ 



34458 
33999 



43713 


TÁMTA DOS MULTIPLOS 


22177 


1 


vez 


4857 


19428 


2 


» 


9614 


27495 


3 


» 


14571 


4 


» 


19428 


24285 


5 


» 


24285 


32100 


6 


» 


29149 


29142 


7 


» 


3390» 


29586 


8 


» 


38856 


29142 


9 


» 


43713 


444 


(10 


> 


48570) 



Exeouta-se a divisSo procuraodo na tábua para cada &e9h^ 
dendo parciai o maíor producto que neito póde ser contido. 
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i 

Basta ^koifkmesé» escr^er no qoocieitfe o algarismo cor* 
respondente do producto^ e diminair este do respectivo din- 
dendo paarcial. Deate modo reduz-se a divisSk) a uma serie de 
subtracQoes. 

79 FriiMáp« — Quando os éois termos da dimsáo sáo mu/- 
téptícaio^ por um memo mmero, o quociente nao muda e o 
réüo é nuiUipHcado por esse numero. 

ftrexempío: 

35 = iix3 + 2; 

e se multiplicarmos 35 e H por 7; e dividirmos os dois pro- 
ductos um pelo outro, o quociente será o mesmo 3, mas o 
resto será 2x7. 
Com eñeito, sendo 

35 = ilx3+2, 

tambem será (n.^ 60) 

35x7=={llx3 + 2)x7, 

ou (n.^ 63) 

35 X 7 = (11 X 3) X 7 + 2 X 7: 

Ora, multiplicar por 7 o producto (HX3) é faze-lo 7 vezes 
maíor; mas para isso basta fazer mn do$ faeiores 7 vezes 
maior(n.® 61), istoé: 

(ilx3)x7 = (ilx7)x3. 

Logo, 

35x7^(iix7)x 3 + 2x7: 

logo, sendo multiplicados por 7 os dois termos da divisSo, 35 
e H, quociente será o mesmo 3, e o resto 2x7; porque, 
sendo 2<4i, tambem 2X7<Hx7. 

Glralhm I — Se o ditüendo e o divisor sao dimdidos por 
um mesmo numero^ o quociente nao nmda^ e o resto é dit^ 
dido por esse rmmero. £ d'aqui resütta o 8€$[uinte 

Cmltarid n Se o dividendo e o divisor sáo terminados por 
zerosj póde supprimir'Se em ambos o mesmo numero de zeroSs 
e i8$o náo altera o quoeieiae; o resto, porém^ ficard sem tan- 
toB xeros d direita quantos os supprimidos nos dois íermos 
dadimsao. Por exempfc): dividmdo 250000 por 3pOO, aeh»- 
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mos quociente 83 e o resto iOOO ; e se dividirmos 250 por 3, 
acharemos o mesmo quociente 83, mas 1 para resto. 

80 Se diTisor é terminado por zeros, póde-se abreviar a 
divis9o empregando a seguinte 

Rcgn — Qmndo o divisor é terminado por zeros, suppri- 
mem'Sey assim estes zeros no divisor, como um numero igual 
de algarismos no dividendo, e faz-se depois a divisáo: o quo- 
ciente assim achado será o que se procura; porém o resto da 
divisáo será igual ao resto achado^ seguido do numero for- 
mado pelos aígarismos separados no dividendo. 

Por exemplo: dividir 347892 por 9000. quociente da d¡- 
vis3o proposta será o mesmo que o da divisao de 347 por 9. 

Com eíTeito, sendo 

347 = 9 x 38 + 5; 

tambem será (n,® 79) 

347000 = 9000 x 38 + 5000, 

e (n.« 29) 

347000 + 892 = 9000 X 38 + 5000 + 892, 

OU 

347892 = 9000 X 38 + 5892 : 

que demonstra a regra estabelecida, porque 5892<;9000. 

81 Na prática, quando se quer dividir um numero de mui- 
tos algarismos por outro simples, nao se escrevem os difife- 
rentes dividendos parciaes; faz-se esta operagao mentalmente, 
escrevendo debaixo dos algarismos do dividendo os algaris- 
mos do quociente. 



TTPO 00 ULCULO 



Dividendo 347640943857 



7 Divisor. 



Quocienle 49662991979 4 Resto. 

82 Priodpro — quociente da divisáo de dois numeros tem 
tantos algarismos quantos os do dividendo menos os do (U" 
visor, ou esse numero e mais tma unidade. 

Por exemplo: o quocíente da divisao de 8988186 por 506, 
tem 4 algarismos, ou (4+1), isto é: 5 algari^nos. 

Com efifeito, sendo 596 maior qae 100 e menor que 1000, 
o quocíente da dividio proposta será menor que 89881 e maior 
que 8988 (n.° 80) ; logo, ou terá 4 algarismos, pelo menos, oa 
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terá 5 algarismos, quando muito; o que demonstra o principio 
enunciado. 

83 PriDcipio — Para dividir uma somma por tm numero, 
divide-se por esse numero cada parcella da somma, e addi^ 
eionam-se os qtiocientes parciaes. 

Por exemplo: 

(12+16-f 28):2 = (12:2) + (i6:2) + (28:2). 
Com effeito, se 

(12;2) + (16:2) + (28:2) 

é quociente procurado, o seu producto pelo divisor 2 deve 
ser igual ao dividendo proposto. Ora, 

[(12 : 2) + (16 : 2) + (28 : 2)] x 2 = (12 : 2) x 2 + (16 : 2) x 2 
+ (28:2)x2; 

e porque duas vezes a metade de 12 é o mesmo 12, e duas 
vezes a melade de 16 é 16, e duas vezes a metade de 28 é 28, 
segue-se que 

(12 : 2) X 2 + (16 : 2) X 2+ (28 : 2) x 2 = 12+ 16 + 28. 

Logo, principio fica demonstrado. 

Observa^Ao — Este principio é uma consequencia da propo- 
si^ao primeira do n.^ 63. E da segunda resulta o seguinte 

PrÍDCÍpío^ — Para dividir nma differenga por um numero^ 
basta ditidir por esse niimero cada termo da subtra^gáo^ e 
do maior quociente subtrahir o menor. 

Mas, tambem se póde demonstrar directamente este prin- 
cipio, imitando a demonstracao do precedente. 

84 A prova real da divisáo effeitua-se multiplicando o dí-* 
visor pelo quociente: o producto ba-de ser igual ao dividendo, 
se a operac3o nao deixou resto; se ba resto, o producto to-de 
ser igual ao dividendo diminuido nesse resto, ou, o que é o 
mesmo, o producto augmentado nesse resto dárá um resol- 
tado igual ao dividendo. 

A prova real da multiplicacao póde ser feita por divism. 
Sendo o producto dividido por um dos factores, o quociente 
ha-de ser igual ao outro factor. 
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EXERGIGIOS PARA BfULTIPLIGAgAO E DIVISAO 

I Será mHfferente comefor a mulíiplimfáo pelas unidch 
des superiares ou inferiores do multiplicando, ou do muUp- 
plicador? Buscar o producto 1847201x576, comefando peki 
esquerda do multiplicador. Varía um producto quandú se 
ajunta um^ unidade ao multiplicando e ao mesmo tempo se 
diminue outra ao multiplicador? Dóis productos iguaes po- 
dem resultar de factores diversos? Como se obterá o produ- 
cto de numeros dos systemas de numerafoo similhantes ao 
áedmal? Corrigir o producto 4985X38 nos seguintes casos: 
1 .® ajimtando 6 unidades a um dos faptores, ou subtrahindo- 
Ihe 10; 2.® triplicando um dos factoreSj ou dividindo-o por 4. 

n Serd índifferente comegar a divisño pelas umdades su- 
periores ou pelas inferiores do ditidendo? Varía o quociente 
de uma divisáo exa^ctaj quando ao dividendo e ao divisor se 
ajunta uma unidade, ou quando se ajunta ao dividendo e se 
diminue ao divisor? Que alteragáo horde soffrer o dividendo, 
ou divisoTj de uma divisáo exacta, para se obter uma tim- 
dade mais, ou uma unidade menos no quociente? Dóis quo- 
cientes completos iguaes há(hde ter necessariamente iguaes 
dividendos e divisores? E dois quocienies inteiros iguaes, com 
restos iguaesj tambem teráo dividendos e divisores respeetir 
vamente iguaes'i Como se pratica a divisáú nas systema» 4e 
numerafáo similhantes ao decimal? 

in Qual é numero que^ multiplicado successivamente por 
3, 16 ^ 25, sendo o producto dividido por 104, dá para resuU 
tado triplo de 1850? Buscar dois numeros cuja somma seja 
i04 e a differenpa 32. Qual é o numero que, muUiplicado 
por 12, augmenta em 20482 unidades? Decompor 86 em tres 
partes, de sorte que aprimeira tenha 10 unidades mais que 
a segunda, e esta 20 mais que a Urceira. quociente de doi$ 
numeros é lS, ea sua somma é 1 121: quaes sáo os numeroe? 
Dividir 256 em duas partes, de modo que o quociente da dif- 
visáo da primeka pela segmda seja 31 . 
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NUMEROS FRACCIONARIOS 

85 primeiro modo de construcí5o elementar dos nume- 
ros, por ambas as suas operagoes, directa e inversa, ou de 
addigáo e $ubtrac(áo, sómente ensina a construir numeros in- 
teirospor meio de outros numeros inteiros. segundomodo 
de gerafSo dos numeros, pelá sua operacSo directa, a mtUti- 
plicaf&o, tambem sómente determina numerosinteiros; mas, 
pela sua operagSo inversa, a divisáo, gevanumeros, quediflfe- 
rem essencialmente dos inteiros, como passámos a reconbecer. 

Observámos em o n.** 70 : que o quociente de 67 por 8 n3o 
era 8 nem 9, mas entre 8 e 9, isto é: maior que 8 e menor 
que 9. Acontece o mesmo n'uma infinidade de casos, por exem- 
plo : a divisao de 3 por 4 sómente póde produzir um quociente 
maior que e menor que 1 ; a de 3 por 2, um quociente entre l 
e 2; a de 7 por 3, um quociente entre 2 e 3, etc, etc. Estes 
novos numeros, assim comprehendidos entre dois numeros in- 
teiros consecutivos, cuja natureza vamos examinar, sao os que 
conhecemos pelos nomes de fracgdes e de numeros fracciona- 
rios. 

86 Para formarmos uma ideia segura do modo por que a 
d¡vis3o, de 7 por 3, por exemplo, produz um numero fraccio- 
nario maior que 2 e menor que 3, discorreremos assihi: 

Dividir 7 por 3 é buscar a tergaparte de 7 (66): mas, 

7 = l + Í + l + l + l + l + i, 

e portanto 

7: 3 «(1 + 1 + 1 + 1 + 1 + 1+1): 3, 

isto é (83) : o quociente da divisao de 7 por 3 acha-se dividindo 
a unidade em tres partes iguaes^ e reunindo sete vezes a terga 
parte. 

Pela mesma razSo, o quociente de 5 por 6 é cinco vezes a 
sexta parte da unidade. 

Consequentemente, assim as fraccSes, como os numeros 
fraccionarios, trazem a sua origem commum da divisao: téem 
pois a mesma natureza; e terSo propriedades identicas. 

87 Para exprimir uma fracgao s5o necessarios dois nume- 
ros inteiros: 1.% o que indica em quantas partcsiguaesauni- 
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dade está dividida; 2.^, o que indica quantas dessas partes 
contém a frac^ao. Estes dois numeros escrevem-se um debaixo 
do outro, separando-os com uma línha: assim> tres quartos 
escreve-sef; qmtro quintos escreve-se g; seis onzavos es- 
creve-se 

numero que indica em quantas partes a unidade está di- 
vidida é o denominador, porque delie tira a fracQao a sua de- 
nominagao. outro é o numerador, porque é delle que a 
fracQao tira o valor numerico, que a distingue das outras frac- 
C5es da mesma denominacáo. 

numerador e o denominador sao os termos da fracgáo. 

88 Aos numeros inteiros póde dar-se a representagao frac- 
cionaria, cujo denominador é a unidade. Por exemplo: 3 é 
igual a \. 

Mas nao sao estas as unicas expressoes fraccionarias, que 
podem representar os numeros inteiros. É evidente que 2, 
por exemplo, é igual a |, e a |, e a uma inflnidade de outras 
expressoes fraccionarias. 

E vistoque o quociente da divisao de dois numeros é igual 
á expressáo fraccionaria que tempornumeradorodividendo 
e por denominador o divisor, segue-se que podémos indicar 
um quociente pelo lypo das fracgoes, em logardesepararmos 
os dois termos da divisao com o signal [:]. 

Este principio permitte que se escreva o quociente completo 
da divisao inexacta de dois numeros inteiros. quociente dadi- 
visao de 43 por 9 é 4 com o resto 7, isto é: a nona parte de 
43 é 4 e mais a nona parte de 7, ou f =4 -[-j. 

Em geral: o quociente de uma divisáo inexacta é igual ao 
quociente inteirOj e mais uma fracfáo que tem por numerador 
resto e por denominador o divisor. 

Consequentemente, para se extrahir o inteiro a uma ex- 
pressáo fraccionaria, cujo numerador é maior que o deno- 
minador, basta dividir o primeiro pelo segundo; o quociente 
será a parte inteira, e o resto o numerador da fracfáo, que 
se deve ajuntar a esse inteiro. 
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Se nomerador é igual ao denominador, a expressSo frao 
cionaria é igml a uma unidade. Se o numerador é maior, 
certo é que a expressSo fraccionaria é maior que uma uni- 
dade; se o numerador é menor, a fraccJo é propria. 

Inversamente se conclue: que para reduzir ao íypo frac- 
cionario um numero composto de inteiro e de fracfáOj muU 
tiplica-se inteiropelo denominador da fracfáo, addicionor 
se ao producto o numerador^ e dá-se á somma o mesmo deno- 
minador. Por exemplo: 

3 4x7 + 3 28 + 3 31 
"^7"" 7 7 ~7* 

E com efTeilo, se uma unidade tem |, 4 unidades téem 
qoatro rezes tanto, ou ou f : logo, 4 unidades, ou f , e 
mais |, é f. 

89 Se duas fracgdes téem a mesma denmninagáo, maior é 
a que tem maior numerador, porque tem maior numero de 
partes da unidade; e se téem o mssmo numerador, é maior a 
que tem mmor denominador, porque contendo ambas o mes- 
mo numero de partes da unidade, será maior aquella cujas 
partes da unidade forem maiores, isto é, a que tiver menor 
denominador. 

90 Prindpid — Quando se multiplica ou divide o numerador 
de uma fracfáo por um numero inteiro, a fracfáo é multi- 
plicada ou dividida por esse numero. 

Com efieito, conservando-se o mesmo denominador, as par- 
tes da unidade, que comp5em a fraccSo, conservam o mesmo 
vaior; se pois se tomam duas, tres^ etc., etc., vezes mais, ou 
duas, tres, etc, etc., vezes menos, o resultado será duas, tres, 
etc., vezes maior, ou duas,, tres, etc., vezes menor. 

Exemplo: féo triplo de f , e f é o terco de y. * 

91 Prindpio — Qtiando se muUiplica ou divide o denomi- 
nador de uma fracfáo por um numero inteiro, a fracfáo é 
dividida ou multiplicada por esse numero. 

1.^ Seja, por exemplo, a fraccSo f. Se o denominador se 
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nwjltíplica por 4, obtem-se a firac^o ¡g, qne é o qmrto da pro- 

posta. Pois» com efleito, se depois de se dividir a unidade em 
nonos, se divide cada mn delles em quatro partes iguaes^ cb- 
tar-se-ba 36 partes iguaes: portanto, ¿ é o quarto de |, e ^ 
é a quarta parte de |. 

2.^ Considerando ainda as frae^Ses ^ e §, a segmda é 4 
vezes maior que a primeira, porque esta é o qnarto de 

92 Escholio — Para multiplicar uma fracc3o por um numero 
inteiro, póde-se muitiplicar (n.® 90) o numerador, ou dividir 
(n.^ 91) denominador por esse niimero. A primeira operagao 
é sempre applicavel ; mas a segunda exige que o denominador 
seja divisivel pelo multiplicador considerado. 

Para dividir uma frae^ao pcr um numepo iatara, péde*«e 
muUiplicar (n.® 90) o denominadoi*, ou dividir (n.* 91) o na- 
merador por esse numero. primeiro processo é sempre ap- 
plicavel, mas o segundo exige que o numerador seja divisivel 
pelo divisor empregado. 

93 Principio — üma fraccao nao muda de vator qtumdo m 
WMltiplicam ou se dividem ambos o$ seus termos por um 
mesm^ numero. 

Seja, por exemplo, Dividindo o numerador por 3, ob- 
tem*se que é tergo de e se depois se divide o deno- 
nínador desta por 3^ o Resultado | é o triplo de e, por cm- 
sequencia igual a 

Pelo mesmo modo se provam: qoe se nBaaltera^o fator de 
xñaat fracc^o* mtdtíplieaiiáo ambos os seus tennot pvemñm» 
manmíiero. 

94 SUnpiificar Hma frac<^ é hnm» oalra.fl^ae(¡io éqmm^ 
lente, cujos termes sejam numerü^ n^pecUv«6Dte menom 
que os da prwmra^ 

Reduzir uma íraccao á sua mais simples expressao é buscar 
outra fracgao, cujos termos sejam os menbres numeros pos- 
sivel. 

Fracgáo irreductivel é a que n5o póde éxprimir-se exacta- 
mente por outra fracgSo j cujos lermos sejam numeros ifienores. 
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Rcjra — Para simplíficar uma fracfáo^ se o$ dois teimos 
della sao terminados por zeros, supprimem-se á direita dos 
dois termos da fraccao tantos zeros quantos tem á direita ó 
que tem menos; depois dicidem-se os dois termos da fracfáo 
resultante por 2, no caso de serpossivel, e eücecuta-se a mesma 
operacáo sóbre os dois termos da nova fracgao se ainda épos- 
sivel; e assim successivamente, até que se ache uma fracfáo, 
cujos termos náo sejam divisiveis por 2. 

Tenta-se depois dividir por 3 os dois termos desta ultima 
fracgáo; e, se é possivel a divisáo, tenta-se ainda dividir os 
dois termos da fraccáo resultante por 3, e assim successiva- 
mente emquanto sejapossivel. Ensaia-se logo a divisáo dos dois 
termos da fraccáo resultante por S, e tantas vezesporeste di- 
visor quantas seja possivel. Tomam-se depois, e successiva- 
mente, os divisores 7, H, 13, 17, 19, 23, etc, etc., até queo 
divisor empregado dé um quociente menor que elle, na divisáo 
do menor dos dois termos da ultimxi fracgáo obtida ;esea final 
menor dos dois termos náo divide o outro, a fracgáo ficará 
reduzida á sua mais simples expressáo. 

Percebe-se bem que quando o divisor, empregado em divi- 
dir menor dos dois termos da tdtima fracgáo obtida, fizer 
achar um quociente menor que o dilo divisor, se a^divisao 
fosse exacta, seria o dilo termo multiplo d'esse quociente ou di- 
visivel por um numero menor que o mesmo divisor. Ora, isso é 
impossivel, porque: 1.^, ou esse numero ha-de seralgum dos 
divisores precedentemente empregados; e, nesse caso, nao te- 
riaelle sido empregado tantas vezes, successivamente, quantas 
era possivel; 2.^ oulia-de ser um multiplo de aigum d'esses 
divisores ; e, entao, tambem o lermo considerado sería divisivel 
por este dito divisor, contrariamente ao que se póde admittin 

E quando, assim, o menor dos termos da ultima fracc5o nao 
admitlir outros divisores, ainda quando o outro termo os te- 
nha, a fracgáo nao poderá pois ser máis simplificada. 

Exemplo: a fraccao toma successivamente as fórma» 
seguintes, cada vez mais simples : 

mm 42075 14025 4675 935 187 i7 1 
1767150' 589050' 196350' 65450' 13090 ' 2618' 238' 14* 




Os seus termos fioram dívididos por 10, 3, 3, 3, S, 5, 1 1 e 17. 

95 Para formar todas as fraccoes iguaes a uma fraccSo dada, 
basta torná-la irreductivel, e depois multiplicar ambos os seus 
termos pela serie dos numeros inteiros 1, 2, 3 

Exemplo: Para formar todas as fraccSes iguaes a re- 
duas-se esla fracfSo á sua mais simples expressao, que é e 
as fraccSes, que Ihe sao iguaes, serao: inl» í^' 

96 As frac(Óes com denominadores differentes podem seni- 
preser reduzidas ao mesmo denominador. Se forem dadas as 
duas fraccoes | e multiplicando os dois termos de cada uma 
pelo denominador da outra, será evidente queellasseconver- 
terioem 

gxll 3x8" 
8xii®iix8' 

que téem o mesmo denominador. 

Se ha tres ou muilas fraccoes, mulliplicam-se os dois ter- 
mos de cada uma dellas pelo producto dos denominadores de 
todas as outras; o que Ihos dará iim denominador coomium, 
igual ao producto dos denominadores dados. 

Exemplo: sendo dadas as fracgoes f» ;» 6 applicaci- 
do-lhes processo índicado, ellas se converterSo em 

5x8x4x6 3x7x4x6 3x7x8x6 7x8x4 
7x8x4x6' 8x7x4x6' 4x7x8x6' 6x7x8x4' 

ou» effeituando as multipUca^^es: 

960 504 Í008 524 
1344' 1334' 1344' Í344* 

NUliEROS DE DIZOU 

97 8e em logar de se^dividir a unidade em um nutnero qual* 
quer de partes iguaes, se divide systematicamente em 10, 100, 

iOOO, obtem-se as unidades de dízima ou midades de- 

cimaes de differentes ordens, a saber: 

1 1 1 

10' 100' 1000 ' 



Digitized by 



m 



Os nosMs das differ^^ uBidides áe<msm, $iú os 
guíntes: decimas, quando o denominador é 10; c^nimnm^ 
(}uando é 100; millmmas, se é 4000; éeeimas milkmsm, 
centesimas miUmmas, millúmesimas, deeimas millimesir 

masj centesimas millúmesimas, biltionmmas, , iríí- 

limesimas, , se os d^ominadores sio, respeeüva- 

mente: 10000, 100000, 1000000, 10000000, 100000000, 

1000000000, , 1000000000000, Logo, uma 

unidade vale 10 decimas, ou 100 centesimas, ou 1000 mille- 
simas, etc., etc. Uma decima vale 10 ceii^imas, 100 mille* 
simas, 1000 decimas miliesimas, etc, etc. Uma centesima é o 
mesmo que 10 millesimas, 100 decimas miUesimas, e assim 
successivamente. 

As decimas sao unidades de primeira 9rdm decii»al, as 
eentesimas de segunda, as miiiesimas de termra, etc.^ 6<c.; 
e por c(Hisequenria, uma unidade de uma ordem decimal quai* 
quer vale dez unidades da ordem decimal immediat^meote íq* 
ferior. numero de unidades de cada ordem é sempre meoor 
que 10. 

98 Os numeros fracciooarios, cujo denominador é a uni- 
dade seguida de zeros, denominam-se fraccionarios decimmf, 
m sómente mmeros de éázima ou ntmerm décimmi> Coase- 
quentemente, póde-se diz^: nuiifiermdecimMssá90s§uee^ 
prim£m partes decimaes da unidade ou dízinm. 

Porexemplo: 

^ m_ moí 
10« lOD' 1000' leoee» 

s3o numeros decimaes annunm'os de dízima, 

Ordinariameite, aos numeros decimaes menores que uma 
unidade simples, cfaafl^-se ftmfdes decmaes ou dízimas. 

Msenracio— -Comprebeode-se l3em que os numeros decir 
maes sao mn caso particitíar dos numeros fraccionariofl; e, 
por consequencia, que todos os principios estabelecidos com 
respeito a estes numeros ^o applicaveis aos decimaes. A uni- 
fiDrmidade sy.<^)ematíca áas unidades decímaes \mx grand^ 
vantagens no calculo arithmetico, e permitte que se l^m » 
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escrevam os Domeros decímaes pela regra dos inteiros ; e por- 
que, alem disso, os inteiros e decimaes formam um systema 
completo e UDÍforme de numeracao, sáo, com justo fuoda- 
mento, coosiderados os decimaes como uma simpliñcacao uti- 
lissima dos uumeros fraccioDaríos communs ou ordinarios. 

99 Deduz-se do principio fundameotal da Dumeracao es- 
crípta dos Dumeros iDteiros, que todo o algarismo escripto á 
direita de outro exprime uDÍdades dez vezes menores que as 
que ess'outro representa ; e que por consequencia, se escrever- 
mos novos algarismos á direita do das unidades de primeira 
ordem de um numero inteiro, o primeiro d estes algarismos, 
ou que inunediatamente segue o dasunidades, representará 
decimas; o segundo, centesimas; o lerceiro, millesimas, e as- 
sim successivamente. 

Para distinguir as unidades inteiras das suas decimas par- 
tes, separam-se umas das outras com uma virgula. Assim, o 
numero 35,249 equivale a 3 dezenas, 5 unidadesy 2 decimaSs 
4 centesimasj 9 millesimas, ou, o que é o mesmo, a 35 wwí- 
dades e 249 millesimas (n.** 98). 

Igualmente, 18,084527=18 wwtdade« + 8i527 millione- 
simas. 

Se numero dado nao tem unidades, ou, o que é o mesmo, 
se é menor que uma unidade, a sua parte inteira será repre- 
sentada por zero. 

Por exemplo: 

0,625 = 6 decimas -f 2 centesimas -f- ^ mülesimas 

= 62omillesimas; 
0,00108 = 1 milleslma-J-8 centesimas millesimas 
= 108 centesimas millesimas. 

• 

Os numeros deeimaes, menores que uma unidade, escre- 
vem-se assim : pondo um zero, e uma virgula; á direita desta, 
algarismo que representa as decimas, em seguimento o das 
cenlesimas, depois o das millesimas, etc, etc. Mas, se onu- 
mero decímal é maior que uma unidade, poe-se a virgula á 
direita da sua parte inteira, e á direila da virgula escreve-se a 
dizima. 
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A fracc3o decimal ou 4 decimas, escreve-se assim : 0,4 ; e 
tambem: 

= 18,65, = 1,865, = 0.001865. 

100 ' '1000 ' 'lOOOüOO " 

Logo, para escrever sem denominador uma fracgáo deci- 
ml, escrere-se o numerador, e separam-se da sua direita 
tantos algarismos decimaes quantos os zeros do denominador 
do fraccáo dadu. Epara escrever um numero decimal no typo 
dos quebrados, elimina-se a virgula ao numero, edá'Se-lhepor 
denominador a unidade seguida de tantos zeros quantos sáo 
os algarismos decimaes, 

Os numeros decimaes léem-se como se fossem inteiros, 
enunciando no fim a denominacáo correspondente ao ultimo 
algarismo decimal. Tambem se póde ler um-numero decimal, 
ennnciando primeiramente a parte inteira^ e depois a deci- 
mai como acima fica dito. Exemplos: 

0,001865 lé-se : mil oilocentos sessenta e cincomiltionesimas ; 2,045 dttas 
unidades e quarenta e cinco miU^simas, ou duas mit guarenta e cinco 
miltesimas; 105,0700002075 cento e cinco unidades, setecentos mithdes, 
duas mit setenta e cinco decitnas billionesimas^ ou um triltiao, cinroenta 
billideSj setecentos milhoes, duas mit setenta e cinco decimas biUionesimas. 

Os numeros decimaes, que téem uma mesma denominacáo, 
referem-se a uma mesma unidade decimal, e téem igual nu- 
mero de algarismos decimaes. Assim, sete centesimas, vinte 
e duas centesimas, novenla e sete centesimas referem-se á 
UDidade commura, uma centesima, 

100 A ordera das unidades expressas por cada um dos 
algarismos de um numero decimal, depende unicamente do 
logar de cada qual d'esses algarismos relativamente á virgula: 
Por consequencla : 

\ .® Vm nnmero decimal náo muda de valor quando. se 
augmentom ou tiram zeros á sua direita, 

Gom effeito, 0,9 é o mesmo que 0,900 ; pois 

^millesimas equivale a 9 decimas + zero centesimas + zeromittesimas. 
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mefimo se ccmelue, se eserevermos os numeros decknaes 
como fraccoes ordinarias. Neste caso, 0,9 e 0,900 sao iguaes, 

• 1 9 9^00 9 

porque equivalem, respectivamente, a e ío(o5=io- 

Resulta d'aqui: que se pódereferírqualquemumeroauma 
unidade decimal de qualquer ordem, escrevendo á direita 
delle quantos zeros decimaes sejam necessarios para effeituar 
a reduccao. 

Os numeros decimaes, cujas denominacOes s3o diversas, 
reduzem-se a outros homogeneos, ajuntando os zeros pre- 
cisos á direita dos que tiverem menor numero de algarismos 
decimaes. 

Assim, os numeros decimaes 0,4, 5,84, 44,002, equivalem 
respectivamente aos homogeneos: 0,400, 5,840, 14,002. 

2.^ Para mnltiplicar ou dividir tm numero decimalpor 
10, 100, 1000, etc, basta transportar a virgtilapara a di- 
reita ou para a esquerda uma, duas, tres, etc, casas. 

Transporlandor duas casas para a direita a virgula do nu- 
mero 2,548, o numero que resulta =254,8, será cem vezes 
m/iior que p primeiro. E, com effeito, vistoqoe cada uma das 
partes do segundo numero é cem vezes maior que a cor- 
respondente do primeiro, de certo que todo o ségundo nu- 
mero é cem vezes maior que o primeiro. Mil vezes 2,548 será 
2548; um milhño de vezes o mesmo numero será 2548000. 

Por consequencia, a suppressao da virgula de um numero 
decimal, J,857, Iransforma esse numero em inteiro=1857, 
que é mil vezes maior que o primeiro, isto é: tantas tez^ 
maior, qnantas as unidades do numero formadopela unidade 
séguida de tantos zeros como os algarismos decimaes do nu* 
mero. 

Immediatamente fica provadó que, para dividirum numero 
decimal por 10, 100, 1000, etc, basta transporlar a virgüla 
t/nwr, duas, tres, casas para a esquerda; e tambem que, para 
dividir um numero inteiro pela unidade segnida de zeros, 
basta separar da direila do dito numero tantos algarismos de- 
cimaes quantos os zeros que tem o divisor. Por exemplo: 

1825:i0»i82,5, 1825: 1000» 1,825, 1825: 100000 ===0,01825. 
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iOl Todas as vantagens, que os numeros decimaes téem só- 
bre os outros numeros fraccionarios, sao independentes da base 
do systema de numerasáo. Qualquer que seja a base, se o fun- 
damento do systema é similhanle ao do systema decímal, as 
fracc5es e os numeros fraccionarios, cujos denominadores se- 
jam unidades seguidas dc z^tos, escrevem-se e léem-se cqmo 
os inteiros, e formam com esles um systema uniforme e com- 
pleto de numeracao. N3o obslante, o emprego dos numeros 
fraccionarios jámais poderá scr dispensado ; pois muitas vezes 
é impossivel reduzir os numeros fraccionarios a dizima, exa* 
ctamente, como adiante se verá (n.^ 1 12). 



ADDIf ÁO E SUBTRACgXO 

102 Rcgra — Para sommar on subtrnlnr numeros fraccio- 
narios, qm téem o mesmo denominador, ffommam-se on di- 
minuem-se os numeradnres e dá-sp ao resultado o denomina- 
dor commum, Se as fraci'Óes téem denominadores differentes, 
reduzem-se ao mesmo denominador, e depois effeitua-se a ope- 
ragáo como no caso precedente, 

É evidente, por exemplo, que, ajuntando a dois setimos, 
tres setimos e quatro setimos, se ohtorá iim numero de setimos 
ígual a 2-4-3 + 4, istoé: 9 setimos. Ter-se-ba pois: 
í 3 4 9 

A diflf^erenca entre || e ^ é evidentemente um nttmero de 
trezavús, iguai a i 2 — 4=^^. 

^ Para addicionar | e |, ou para diminuir | de reduzem^se 
fracíñes ao mesmo denominador, e será entSo: 
S 3 40 2161 5 3 40— 2i 19 

Rcgra — Para addicionar on snbtrnhir nnmeros compostos 
de inteiro e fracgño, sommam'se on snbtranem-se as fracfdes 
e os inteiros, e addicionam'se os totaes on os rcstos. 

Para sommar ou subtrahir numeros inteiros e fraecoes» é 
possivel considerarem-se os inteiros como frac? oes, dando-lhes 
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por denominador a unidade, e applicar-se a regra anteprece- 
dente. 

403 Os numeros decimaes sommam-se ou subtrahem-se 
pelo mesmo modo que os inteiros, escrevendo a virgula, na 
^mma ou no resto, no logar que Ihe pertence, isto é, á es- 
querda do algarismo das decimas. 

Os resultados, assim obtidos, sao: a somma ou a differenga 
dos numeros dados, porque contéem as sommas ou os restos 
parciaes das unidades de todas as ordens dos termos da som- 
ma ou dos da subtrac(3o. Por exemplo: 



Para reduzir a somma e a subtracclo de numeros decimaes 
exactamente ás operafoes identicas dos numeros inteiros; se 
os numeros dados n3o téem igual numero de algarismos de- 
cimaes, reduzem-se á mesma denominacao, ajuntando zeros 
á direita dos que tiverem menos decimaes. 



104 Regra — Para mnltiplicar fraccdes divide-se o pro' 
ducto do$ numeradores pelo dos denominadores. 

Assim, producto Qxfi) ^ ^S^^^ ^ fxn*"^- 
Com eflfeito, o produclo forma-se do multiplicando como o 
multiplicador se fórma da unidade: ora, forma-se o multipli- 
cador ^ dividindo a unidade em 4 1 partes iguaes e tomandS 
3 dessas partes; logo, o producto forma-se do multiplicando 
dividindo-o em 1 1 partes e tomando depois 3 dessas partes. 

üma das II partes do multiplicando f é (n.^ 92); e 3 

vezes este resultado é evidentemente (n.^ 92) f^. 

Logo, resultado é producto das fraccoes propostas. 

E, porque os inteiros se podem escrever como as fracc5es, 
dando-lbes por denominador a unidade, a regra estabelecida 



2,783 

5,42 

0,7842 



i5,300 
12,7:18 

Resto... 2,562 



Somma.. 8.9872 



MULTIPLICAgXO 
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applica-se ao caso em que algum dos factores é inteiro, e é 
pois geral essa regra. 

produclo obtido é os ^ de ?; porque, com eflfeito, o pro- 

ducto formou-se repetindo 3 vezes um onzavos do multipli- 
cando. Assim, multiplicar uma fraccSo por outra fracc3o, por 
por exemplo, é tomar os í da primeira. 

3 3 

105 Rfgra — Para muHiplicar mm^ros compostos de »w- 
teiro e fraccao, reduzem-se e.sses numeros ao typo das frac- 
fóes, e applicn-se'lhes depois a regra acima estabelecida. 

406 producto de dois numeros fraccionarios é maior ou 
menor que o multiplicando, segundo o multiplicador é maior 
ou menor que uma unidade. 

1 07 Rf gi a --Para mnltiplicar um por outro dois numeros 
decimaes, fnrma-se o producto como se os numeros fossem m- 
teirosy e sepnram'se depois da direita do producto tantos al- 
garismns decimaes qitantos téem os dois factores. 

Por exemplo: para multiplicar 37,248 por 0,05, multipli- 
«aremos 37á43 por 5, e separaremos cinco decimaes da di- 
reita do resullado. 

Com effeito (n.^ 99), visto ser 

37245 5 

será: 

37243 5 37243x5 , 
37.248X0,05 = — x- = -j^. 

Logo, 

que é a traduccao da regra estabelecida, por meio de signaes 
aritbmeticos. 

DIVISÁO 

108 Rcgra — Para dividir uma por outra dua^ fraccdes, 
husca-se o quociente dos numeradorcs e o dos dennminado' 
res, e divide-se um pelo outro; ou^ multiplica'Se o dividendo 
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pelo (iivisQri$mrti4úi (istQ é: cam ostermQStroeados^ umfda 
outro). . 

Por exen^lo: o quocieote de ^ por ¿ é=»f , e obtem-se 

assim: ^«|; ou dest'oulro modo: ^^y«|. 

Com effeíto, vistoque o producto ^ se fórma mulüplícando 
termo a termo os dois factores (n.® 104) f e é evidente que 
quociente da divisáo do producto por um dos factores se 
achará dividindo termo a termo o dividendo pelodívisor. Logo, 

6 3 6:3 V3/ 



77 11 77 : 11 



(n) 



Mas, dividir o numerádor por 3, o mesmo é que multiplicar 
denominador pelo mesmo 3 (n.® 92); por conseqnencia, 

G) ^ 6 6 

/77\ ' 77 ^ /77 X 3\ ' 

(n) n-^ (-ir) 

e tambem, dividir por H o denominador é o mesmo que mul- 
tiplicar numerador por \ 1 ; consequentemente, 



Logo, 




6^ 3 _ 6 11 
77'U"~77^y ' 



qne demonstra a regra estabelecida para dividir fraccoes 
umas por outras. 

lí i)orque os inteiros podem escrever-se como as fracffles, 
daiido-lhes por denominador a unidade, a regra estab^lecida 
applica-se ao caso em que algum dos termos da divisao seja 
numero intelro, e é portanto geraL 

409 R«gra — Para dimMr nnmeros compostos de parte in- 
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lefra e fr&e(ao, reámem^ á fórma de fraefOes e q^ptíe^^ie' 
Utes a regra aeima estabdmda. 

110 resttUado da divisao de dois numeros fraccionario$ 
é maior ou menor que o dividendo, seguodo o divisor é me- 
nor ou maior que uma unidade. 

\{\ Regra — Para dividir um por mitro dois numeros de- 
cimaes, ahstrahe-se da virgula no divisor, e transporta-se no 
dividendo tantas casas para a direita quantos sao os decimaes 
do divisor; effeitua-se a divisao dos dois termosr como se o di- 
videndo fosse numero inteiro, e depois separam-se no quo- 
ciente tantos decimaes quantos os que ficaram no dividendo 
depois do transporte da virgnla. Para ter o quociente exactOf 
ajunta-se ao numero decimaL assim obtido, uma fracfáo, 
eujo numerador seja o resto e o denominador o divisor, isto 
é: cujo numerador seja o resto considerado como inteiro, e o 
denominador seja o divisor segiiido de tantos zeros quantos 
os decimaes do quociente. 

Por exemplo: dividir 2,2357 por 0,059. 



Mas, tendo de ser o (.|uociente, neste caso, da especie do . 
multipücando, pois se divide este em 39 partes iguaes, neces- 
sariamenle ha-de exprimir decimas; e ücará com os algaris- 
mos decimaes determinados peia regra. Alem disso, a maneira 
como se fórma a fracgao, que completa o quociente, é bem 
evidente. Logo, a regra flca provada. 



TTPO 00 CALCULO 

2133,7 59 

465 378 
52,7 
5,5 




Com effeito, o quociente nao muda quando se multi' 
piicam por 1000 ambos os seus termos: logo 



2,2357 _ 2235,7 
0,059 ^ 59 
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01ismi(io — Tambem se podem reduzir ambos os termos da 
divis9o a ter igual numero de algarismos decimaes; e depois 
divide-se um pelo outro, abstraliindo das \irgulas, o que cor- 
responde a multiplicar ambos os termos da divis3o por um 
mesmo numero. 

112 Reduzir uma fraccao ordinaria a decimaes é achar o 
numero decimal equivalente á fracfáo dada. 

Regra — Para converter uma fracfáo ordinaria em numero 
decimalj dispdem-se primeirameníe os termos da frocgáo como 
para se dividir nm pelo outro, e depois pde-se tnn zero no 
quociente e uma virgula á direita do zero, Em segmda, es* 
creve-se um zero á direita do dividendo, e divide-se o numero 
resultante pelo divisor; o quociente obtido escrever-se-ha á 
direita da virgula. Á direita do resto escreve-se depois um 
zerOy e divide-se ainda o numero restdtante pelo divisor; 
obter'se-ha outro algarismo do quociente, o qual se escreverá 
á direita do precedente, E continua'Se assim successivamente 
até se achar um quociente exacto, ou, quando fique sempre 
resto, até que se obtenham quantos algarismos se quizer. 
E quando algum dividendo parcial é menor que o divisory 
escreve-se um zero no quociente, póe-se outro zero á direita 
d'esse dividendo, considera-se o numero resultante como novo 
dividendo parcial, e continua'Se a operacáo. 

Exemplos: Reduzir a numeros decimaes os quebrados 




TYPO DO CALCULO 
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39.0 
14.0 
46.0 
3 7.0 
41.0 
34 



0,82978 . . (sem ultimo algarismo.) 



47 







(sem uitimo reslo.) 



Dá-se com facilidade a razao desta regra. 
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Nao se póde dividir 3 em 8 partes iguaes, porque é 3 <;8; 
mas, 3 tmidades=30 decimas, e |de 30 decimas é = 3 deci- 
mas, com um resto = 6 decimas. 

Eis porque o primeiro algarismo deste quociente ha-de ex- 
primir decimas. 

Tambem nao é possivel dividir 6 decimas por 8, pois é 

6 < 8; porém, 6 decimas = 60 centesimas^ ej de 60 cente- 

simas é = 7 centesimas, com um resto =¿ 4 centesimas. Por 
esta razao é que o algarismo 7 do quociente se escreve á di- 
reita do algarismo que exprime decimas da unidade. 

Fínalmente, | de 40 millesimas é = 5 millesimasy exacta- 
mente, e por isso se escreve á direita do algarismo represen- 
tanté das cenlesimas; eífeituando-se pois a divisao exactamen- 
te, e devendo assim concluir-se que | = 0,375. 

Discorrendo depois igualmente sóbre a reducc5o do que- 
bradofl, concluir-se-ha: que nenhuma divisSo se effeitua 
exactamente; que a operacao h interminaiel, absolutamente; 
qne nao ha numero decimal equivalente ao quebrado |f ; e 
emfim, que sómente é possivel obter o maior numero de de* 

cimasj centesimas, millesimas, da unidade, contidas 

nesse quebrado, a menos de tma decima, oti de uma cente- 

sima, ou de uma millesima, , isto é: apenas com um 

érro menor que uma decima, ou que uma centesimüy ou que 

uma millesima, Por consequencia, 0,82978 é o maior 

numero de centesimas millesimas contidas em ||, ou é o nu- 
mero decimal equivalente a H a menos de uma centesima mil- 
lesima. E com eífeito, sendo ff = 0,82978 + (|f de uma cente- 
sima millesima ;) é evidente que a differenca entreff e 0,82978 
é apenas quebrado de uma centesima millesima. 

Logo, as fraccoes ordinarias podem converter-se em nume- 
ros decimaes, ou exactamente, ou a menos de uma unidade 
de dízima, determinada á-priori. 

Eschoiio — Segue-se esta regra para continuar uma divisao, 
que nao é exacta, porque assim se obtem um quociente deci- 
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mal tSo approximado do ?er(hdeiro qoodente como »e quízer. 

Exemplo: Dividir 358 por 57, approxiaiando o quocienU 
a menos deOyOOOl. 

TYPO 00 GILCULO 

57 



358 
16.0 
460 
40.0 
1 



6,i807 



Divide-se 358 por 57 ; obtem-se o quociente 6, e o resto 16. 
Seria pois 358 : 57= 6 57. Porém, para reduzir quociente 
a decimal, escreve-se um zero á direita do reslo 46, e divide- 
se dividendo parcial 160 por 57; quociente 2 exprime 
etttao áecimas: á direita do resto 46 escreve-se outro zero, e di- 
vide-se 460 por 57; o quocienteSexprime centesimas: e pro- 
cede-se assim successivamente alé se obter algarismo 7, 
que ha-de exprimir unidades de dizima segundo a approxi- 
macao determinada. Será entao 358 : 57 — 6,2807 ^^^ ^^^ 
(n.** 411), isto é: será 6,2807 quociente de 358 por 57, ap- 
proximadamente, a menos de 0,0001. 



UXVk^lO k& POTENOAS 

113 Prodocto de muitos fectores é resultado que se ob- 
tem: muiti¡rficando primeiro pelo segundo, producto ob- 
tido pek) tot^po lactor, bovo producto peio quarto, e assm 
até ao uUimo fector. 

A copstruccao de um numero^ por meio de muitos factores, 
tem um caracter particular, que distingue da simples mul- 
tiplicacao, quando os factores sáo igiiaes, Examinando, por 
exemplo, producto 

6x6x6x6x6 = 7776, 

fue « xmaier^ coosfraiát é inteirameQle deter- 
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minado por dois nomeroá, a saber: pelo que é /bcíor, 6, e 
. pelo que indica quantas \*ezes 6 é factor, 8. 

Ora, esta determ¡nac5o do numero7776, por meiotle dois 
unicos numeros 6 e S, é evidentemente diversa dos dois oo- 
tros modos elemenlares de eonstructao, que examinámos, a 
saber: 

pRiMEiio MODO : Operafio directa, addigao, 8 -{- ^ ; 
operaQao inversa, subtracgáo, 8 — 4. 
SBGUNDO MODo: Operd^áo directa, multiplicagáo^ 8x4; 
opera^áo inversa, divisáo, 8 : 4. 

Exprime-se este novo modo de construcfao escrevendo á 
direita do factor, e pouco acima, o numero que indica quantas 
vezes elle enlra no producto final. Deste modo, temos : 

6»«.f776. 

Esta expfess5o substitue o producto successrvo 6x6x6 
X6X6; como a expressao 6X8 substitue a somma succes- 
siva 6 + 6+6+6 + 6. 

H 4 Potencia de um numero é todo o producto de feclores 
iguaes a esse numero. Diz-se, segméa potencia, terceira, 

qnarta, , potencia do gran n, quando os factores sSo 

dois, tres^ quatro, , n. Assim, 7776* a qainta poten- 

^ ciade6. 

Diz-se: segunda, potencia ou quadrado; terema potmcia 
ou cubo. Assim, 16 é o qímdmdQ <k 4, e 125 é o cubo de 5. 

Conslruir qualquer potencia de um numero, é o qtre se 
chama elevaresse nutnero á ditapotencia. Por exemplo: mul- 
típlicar 6 per 6, resultado 36 por6, o resultado 216 por 6, 
e ainda o resultado 1296 por6, e okerassim 7776; eis o que 
é ekvar 6 á quinta potenda. 

Na operafao da eleva(áo ás potencias, ao numero factor 
cbama-se base, ao que iudíca o grau da potencia chama se 
expoente, e o numero producto é ^potmcia. Por exemplo: 
125=5'; 5 é a base, 3 o expoente, 125 a poteiícia. 

115 Para elevar tmi numero a mna potencia, o processo 
ixiaís 'snnples e diredo eonsiste em ^ef(«ar soceessfvafBeffiM 
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as mnltiplícacSes pelo mesmo numero. £ assim que se acha» 
para as potencias de 1 1, por exemplo: 

17 

J7 

ii9 
17 

289 Seganda potencia. 
i7 

2023 
289 

4913 Terceira potencia. 
17 

34391 
4913 

83521 Quarta poteucia. 



Póde-se construir a quarta potencia sem passar pela ter- 
ceira; a quinta, sem formar a quarta; a sexta, sem passar 
pela quarta e pela quinta, etc., etc. Fundam-se estas construc- 
coes no seguinte. 

116 Principio — producto de duas potendas de um nu" 
mero é igual á potencia d'ésse mmero, cujo expoente é a som" 
ma dos expoentes dos factores. 

Por exemplo: 

85x8* = 85-f 4 = 8» 

Gom effeíto, 

86 = 85x8; 

e, successivamente, 

8' = (8*x8)x8=85x(8x8), (61); 
8» = {85x[8x8])x8 = 8&x([8x8]x8)=^ 
=:8&x(8x8x8)(H4); 
8» = (8*X[8x8x8])x8 = 8»x([8x8x8jx8) 
= 85x(8x8x8x8): 

logo, 

8»«85x84; 

que demonstra o principio proposto. 

117 Querendo pois elevar 3 á potencia do grau II, decom- 
por«se-ba 11 em duas partes, tao pouco differentes entre si 
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quanlo possivel, taes como 6 e 5. Pelo theorema precedente 
teremos: 

311 = 35x3« 

Ora, 

35 = 35x32 = 27x9=243, 

e 

36 = 33x3'-: 27x27 = 729: 
consequentemente, 

3ii==243x729=177i47. 

Deste modo foi necessario effeituar cinco multiplicacoes, 
em lOgar de onze, como exigiria o processo directo. 

1 18 As potencias dos numeros fraccionarios formam-se ele- 
vando ás mesmas potencias numeradores e denominadores. 

É assim que, por exempio, será: 

\7 j 7 ^ 7 ~ 7 X 7 ~ 7 2 49* 

1 19 Principio — Aspotencias dos nwneros fraccionarios ir- 
reducliveis sáo tambem numeros fraccionarios irreductiveis. 

Com effeito, sendo f , por exemplo, um numero fracciona- 
rio irreductivel, nao haverá factores iguaes, ou communs, en- 
tre ambos os seus termos: logo, entre as potencias do nume- 
rador e as do denominador n3o haverá igualmente factores 
communs, e as potencias de f serao numeros fraccionarios ir- 
reductiveis, isto é: nenhuma será numero inteiro. 

120 Priocípio — Para elevar a potencia de um numero a 
outra potencia, midtiplica'Se o expoente do numero pelo grau 
da potencia, 

Por exemplo: 

Porquanto, 

(5 3)4 = 53x53x53x55; 
e, successivamente (n.^ 113) 

= (53«2)x53x53, 

= í5 3.2x5»)x53 = 5««3x5», 
= 5 3 • 4. 

6 
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que demonstra o principio proposto. 

Escholio— A applicacao deste principio á forma^ao das po- 
tencias dos numeros, completa a regra, que, para essefim, se 
conclue do numero i 16, cuja applicagao é exempliflcada em o 
numeroH7. 



121 Sendo dada a potencia com o seu respectivo expoente, 
a operacao pela qual se acha a base está para a elevagao ás 
potencias, como a divisáo para a multiplicagáo. Resulta d'ahi 
uma nova operacao denominada extraccáo das raizes. 

Conhecendo, por exemplo, a potencia 7776 e o seu ex- 
poente 5, e querendo construir a base desconhecida 6, será 
necessario extráhir a raiz quinta de 7776. Nesta operacao, 
á base que se procura dá-se o nome de raiz. 

Raiz do grau n de um numero é um segundo numero, que 
é necessario elevar á potencia, indicada pelo grau n da raiz, 
para produzir q primeiro. Assim, a raiz terceira de 8 é 2; 
porque 2^=8. 

Para indicar a operafao particular da extracQao das raíizes, 
serve o signal {/Tradical, no qual se escreve o expoente ou 
indice como se segue: 



que se lé: a raiz quinta de 7776 é igual a 6. 

Diz-se : raiz segunda, ou quadrada; raiz terceira, ou ctir 
bica; porque se diz: segunda potencia, ou quadrado; terceira 
potenda, ou cubo; denominacoes que téem sua origem na geo- 
metria. 

Para as raizes segundas, ou quadradas, nao se escreverá 
indice no radical; de modo que um radical sem indice desi- 
gnará sempre uma raiz quadrada. 

A extracgao das raizes é a sexta e ultima operafoo elemen- 
tar da sciencia dos numeros. 

Trataremos sómente dos processos pelos quaes se extrahem 
as raizes quadradas e cubicas. 



£XtRACgAO DAS RAIZSS 




7776=6; 
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122 Ton[iau4o os númergis íJigjtos, e mul^icíado-^ 
s¡ mesmos, ordenadamente, teremos os seus quíuifadps, 9 
saber: 

Numeros 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9; 
Quadrados 1, 4, 9, 16, 25, 36, 49, 64, 81. 

E se multiplicarmos agora estes quadrados pdos respecti- 
vos numeros, teremos os cubos dos mesmos numeros, 'que 
s5o: • , ^ 

J»ui«erofi 1, 2, 3, 4, 8, 6, 7, 8, 9; 

Cuhos 1, 8, 27, 64, 12ÍI, 216, 3^, 512, 729. 

Multiplicando os cubos pelos respectivos numeros formam- 
se as quartas potencias; os cubos pelos quackados produzem 
as quintas potencias; as quartas p¿as segundas dao a§ sextas, 
etc., etc; e assim se podem íormar todas as potenci^ dqs 
numeros digitos. 

Quando a raiz procuf sida d^va ter nvc^ ujiico 2|lgar¡^níp, será 
possivel achá-la immediatamente por meio de alguma das se- 
ries precedentes. Por exemplo, pedindo-se a raiz cubica de 
512: procura-se este numero na serie dos cubos, e acha-se 
que Ihe corresponde numero 8 ; a raiz pedida é pois 8. 

Se numero dado nao é potencia exacta, ha-de achar-se 
entre duas .potenci?\s cojisecutivas da serie respectiva, e a sua 
raiz ha-de igualmente flcar entre os dois numeros consecuti- 
vos, que raizes sao das ditas potencias, e que raizes serao do 
mimero propo^tp, a, mems de i(ma uuidside, fl DpieJíor pc^ta, 
^ outro por excesscL 

Vq^ exemplo : busca-se a vm quq4va^ de 78? 

Este numero nao está na serie dos quadrados, mas ílc|W'-5e 
entre 64 e 8i, ciyajs rai?;es sao 8 e logo 8 e íf s3p a^ rafees 
quadradas de 7S, a saber: 8 por falta^ e 9 por excess^. 

D'aqui se conclue : que as faizes dos nun\eros intejros, que 
nao sao potencias exactas, nao sao uumeros in^eiros. Assim, 
a raiz quadrada de 75 é um nunpiero maior que 8 e meuQí 
que 9 : ora, porque entre 8 e 9 ha uma infimdade de nunoierps 
fraccioQarios, poderá suppor-se que al^i^ui d'essesnumeros é 
a raiz quadrada de 75; mas essa supnosifao é inadmissivel. 
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porque as potencias dos numeros fraccionarios irreductiveis 
s3o numeros fraccionarios irreductiveis (n.® 119). Logo, a ex- 
tracgao das raizes, esta operacao inversa do ultimo modo 
elementar de construcfao dos numeros, é a causalidade de nu- 
meros essencialmente diversos dos inteiros e dos fraccionarios, 
produzidos pelos dois primeiros modos de construccao. 

Estes numeros sao os denominados incommensuraveis, ou 
irracionaes; nome derivado de ratio, porque sua relafáo com 
a unidade nao se póde exprimir exactamente. Ver-se-ha, mais 
adiante, como é possivel approximá-los do seu valor exacto 
quanto se quizer. 

EXTRACglo DAS RAIZES QUADRADAS 

123 Examiné-se a construcgao doquadrado deumnumero 
composto de dezenas e unidades. 

*Tome-se 79 para exemplo, e separem-se os productos par- 
ciaes de cada algarismo, como se segue: 

79 
79 

8i 92 

630 (7x9)xl0 

630 (9x7)xl0 

4900 7^x100 

6241 

Reconhece-se que o quadrado de 79 é composto de tres par- 
tes: 1.^ do quadradoSl dasunidades; 2.^ de dois productos 
630 das unidades peias dezenas; 3.®, do quadrado 4900 das 
dezenas. 

É porque esta composicao é independente do numero 79, 
tomado só para exemplo, póde-se estabelecer o seguinte 

Prfaieipio — qmdrado de um numero composto de dezenas 
e unidades encerra o quadrado das dezenas, mais o dóbro do 
producto das dezenas pelas unidades, e mais o quadrado das 
unidades. 

124 Agora busque-se a raiz quadrada de 6241 . Porque este 
numero é maior que 1000, cuja raiz quadrada é 10, a sua raiz 
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conterá dezenas e unidades. quadrado das dezenas da raiz 
ha-de ser um numero de centenas contido nas 62 centenas do 
numero proposto ; e por consequencia, a raiz 7 do maior qua- 
drado inteiró 49, contido em 62, será o algarismo das dezenas 
da raiz quadrada de 6241. Achadas pois as dezenas da raiz, 
segue-se procurar as unidades. 

Observe-se para este eflfeito que, em se subtrahindo donu- 
mero 6241 o quadrado das dezenas da raiz, o resto 1341 será 
composto do dóbro do producto das dezenas pelas unidades 
6 mars do quadrado das unidades. 

Mas, dóbro do producto das dezenas pelas unidades é um 
numero de dezenas, contido nas 134 dezenas do resto 1341, 
e igual ao dóbro do producto do mmero das dezenaspelonu- 
mero das midades da raiz. Logo, dividindo 134 pelo dóbro 
das dezenas da raiz, ou por 14, o quociente achado 9 será o 
algarismo das unidades da mesma raiz. A raiz quadrada de 
6241 será pois 79. 

Para se obter a prova de que a raiz é exacta, tome-se o resto 
8 da divisao de 134 por 14, (resto que nao poderá provir se- 
nao das dezenas do quadrado das unidades da raiz), e á di- 
reita delle ponha-se o ultimo algarismo 1 do numero proposto : 
resultado 81 será necessariamente o quadrado dasunidades 
da raiz, se esta for exacta. É com effeito 8i o quadrado de 9. 



TYPO DO CALCULO 



62.41 7 
4900 ~ 



Dezenas da raiz. 



Primeiro resto 



13 41 



134. i 14 
i26 r 



D¡visor = 7x2. 
Unidades da raiz. 



Segando resto 



8 



81 

81 Quadrado das ünidades. 







Depois de escrever o numero 6241, separam-se com um 
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pohto os dois algáriámos lía drtieifá. Procurá-se á raiz do ñu- 
mero 62 formado pelos algarismos dá esquerda. Esta raiz é 7, 
qüe se escreve á direita de 6241, separándo-adéstecomuma 
Hnhá vertfcal, e süblinhando-a. Diminue-sé 49, quadrado dé7, 
de 62, é ao lado do restb 13 escrevem-se os dois* algarismos 
restantes 41 . Separa-se com um ponto o prlmehx) algarismo 
dia direitá 1, do resto géral 1341; dépois divide-se o nümero 
formado pelos outnw, 134, por Í4, dóbro do algarismo 7 pre- 
cedentemente achado. Esta divis5o dá 9 para quociente e 8 
para resto ; ao lado deste resto 8, escreve-se o ultimo alga- 
rísmo separado 1, o que dá 81, do qual se diminue 81, qua- 
drado de 9 ; o resto 0, indica que 79 é a raiz quadrada exacta 
de 6241. 

Observe-se agora: que em logar de se obter o ultimoresto 
diminuindo successivamente de 1341 o producto do dóbro 
dáS dezenas pelas unidades, e o qüadrado das unidades, será 
possivel obte-Io mais simplesmente formando logo a somma 
destas duas partes e diminuindo-a de 1341. Para este effeito 
basta escrever as unidades achadas, 9, da raiz á direita do dó- 
bro 14 das dezenas daraiz, o que dá 149; multiplicando entao 
este numero 149 pelas unidades 9, o producto 1341, encer- 
rará evidentemente as duas outras partes áo quadrado, á sa- 
ber : o dóbro do producto das dezehas peías unidades e mais o 
quadrado das unidades. Diminuir-se-ha pois, de uma só vez, 
producto 1341 do resto 1341, e obter-se-ha para ultimo 
resto. Assim, 79 é o quadrado exácto de 6241. 

Com effeito, 

'1341 = 149X9 = (140 + 9) x9=- (2 X 70 + 9) x9 = 
= 2x70x9 + 92; 

que prova que 1341 é composto como acima se affirma. 

125 Quando o numero proposto nao tem uma raiz exacta, 
a raiz achada diz-áé a vnenos de uma imidade, EUa é, como 
fica dito (n.^* \ 22), a raiz do maior quadrado inteiro contido em 
numero proposto. Por exemplo, extrahir a raiz quadrada 
dé 86S8. 
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Dezenas. 



Unidades. 



A operaQao, executada pelo mesmo modo que a do exem- 
plo precedente, dá pára ultimo resto 49; e, entao, o numéro 
proposto' lílo é fjuadrado perfeito. A raiz procuradá ó pob 
maior que 93, mas é menor que 94 ; porque 94 *=883B. E 9S' 
é a raiz quadrada do maior quadrado inteiro contido em 869á. 

126 Prlncipio,— Se do¡$ numeros differm entre si umá uni- 
dade, a differenca entre os seus quadrados é expressa pelé 
dóbro do menor dos dois ntmeros e mais uma nnidadé. 

Sejam 93 e 94 os dois numeros. Affirmo que, 

942-_932==:2x93+l. 

ComeffeitO', 

942-=(93+i)x(93 + l): 

ora, multiplicar o factor (93 + 1) pelo multiplicador (93 + 1) 
é repeti-Io 93 vezes e mais 1 vez, isto é : 

94 2 = (93 + 1) X 93 + (93 + 1) X 1 ; 

942=932 + 93 + 93 + 1,. 
942 — 932 = 2x93 + 1; 

que demonslra iirincipiü, porquanto que se provou a 
respeito dos dois numeros 93 c 94, applica-se seguramente a 
dois numeros quaesquer, cuja differenca seja uma unidade. 

Escboüo — Para se obter a prova dc que uma raiz adiada ea- 
tará sem érro igual a umaunidade, sení ncccssario: ouelevar 
ao quadrado essa raiz, augmentada n'uma unidade (n.^ 125) ; ou 
dobrar a raiz acliada, e augmeníar uma unidade ao producto. 
Ne$te siegundó caso, se resto aa extracgao da raiz é Igu'ál ád 



TYPO DO CALCULO 

86.98 9 

18.3 
5 9.8 3 

Resto 4 9 



logo, (63) 
ou 
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ddbro da raiz e mais uma unidade, faltará á mesma raiz exacta- 
mente uma unidade ; se é maíor, faltará á raiz maís do que uma 
uQÍdade; se é menor, faltará á raiz meuos que uma unidade. 

Por exemplo: o resto 49 da raiz quadrada de 8698 é menor 
do que 187, que é igual ao dóbro da raiz e mais l; logo, a 
raiz achada 93 está approximada a menos de uma unidade, 
por falta. 

127 Trata-se agora de extrahir a raiz quadrada de 3745945. 

Comecar-se-ha por separar os dois primeiros algarismos 
da direita, 45; e bastará depois extrahir a raiz quadrada do 
maior quadrado inteiro contido em 37459, para se obterem 
as dezenas da raiz procurada. 

Mas, sendo 37459 maior que 100, consideraremos que o 
quadrado das dezenas da sua raiz será um numero de cente- 
nas contido necessariamente em 374. Teremos pois necessi- 
dade de separar de 37459 os dois primeiros algarismos da 
direita 59 ; e a operacao flcará reduzida a buscar a raiz qua- 
drada de 374. Desunindo por meio de pontos as collecQoes de 
dois algarismos, successivamente separadas da direita para a 
esquerda, o numero proposto ficará assim: 374.59.45. 

Eis-aqui agora as diversas operacoes por partes. 

3.7 4119 
i 12.9 

2 7.4 9 ünidades. 

261 

Resto 1 3 

Observaremos aqui que o quociente de 27 por 2, dóbro 
das dezenas da raiz, é 13: mas porque os unidades de uma 
raiz nSo podem exceder 9, foi necessario escrever sómente 9 
unidades. E para verificarmos a exactid3o da raiz, notaremos 
(126) que 

2xl9+l = 39>13; 
que nos fará concluir que 19 é reahnente a raiz quadrada 
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do maior quadrado inteiro contido em 374, porque o qua- 
drado de 19 nao diífere de 374 senao em 13 unidades. 

Em razao pois do que temos visto, 19 é o numero das de- 
zenas da raiz quadrada de 37459; e, por consequencia, 1359 
será resto, isto é: o excesso de 37459 sóbre o quadrado 
das 19 dezenas da sua raiz. Logo, para buscar as unidades da 
mesma raiz, basta sómente operar sóbre 1359 como se as 
dezenas tivessem um unico algarismo. 



135.9 
1149 



Reslo 21 



38 Dóbro das dezenas. 
3 Unidades. 

38.3 

3 



114 9 



maior quadrado inteiro contido em 37459 é pois o de 193. 
E este numero 193 será o das dezenas da raiz quadrada de 
3745945. Para buscarmos o numero das unidades, escreve- 
remos á dlreita do resto 210 a ultima classe 45, e o numero 
21045 será o excesso do numero proposto 3745945 sóbre o 
quadrado das dezenas da sua raiz, isto é: sóbre o quadrado 
de 1930. 

Operando agora sóbre 21045, como se as dezenas 193 da 
raiz procurada tivessem sómente um algarismo, acharemos 
emfim as unidades da raiz. 



2104.5 
19325 



386 Dóbro das dezenas. 
5 Unídades. 



Resto 1720 

386.5 
5 



19325 



A raiz procurada é pois 1935, com um resto 1720 < 2 
X 1935 + 1. Esta raiz é, consequentemente, a raiz de 
3745945, sem érro igual a uma unidade. 

Reunindo agora as operafoes, que acabámos de executar 
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pc^ paMes, pat^a obter a raiz qaadrada do numeró proposto 
3745945, teremos o seguinte : 



TYPO 00 CALCULO 

3.7 4.59.45 

1 • 



Primeiro resto = 2 



.2 7.4 
26i 



Segundo reslo 



13 135.9 

1149 



Terceiro resto = 210 



2104.5 
19325 



Resto da opera^áb. 



1720 



1935 



2.9 
9 



38.3 
3 



386.5 
5 



261 114 9| 19325 
Í Primeiro divisor. 



38 Segundo divisor. 
386 Tereeiro divisor. 



E examinando com atten^ao as diversas partes desta ope- 
ragao, podemos formular a seguinte : 

Uegra — Para extrahir a raiz guadrada de um numero 
inteirOs comega-se por dividir o numero em classes de dois 
algarismos da direila para a esqiierda; ficando a ultima 
classe com um unico algarismo, quando os algarismos do nU' 
mero proposto forem em namero impar. . 

Extrahe-se depois a raiz qn&drad^i ao maior quadrado 
inteiro contido na primeira classe da esquerda; e essa raiz 
serd primeiro algarísmo da esquerda da raiz que seprocura, 

Subtrahe-se do numero, que fórma a priméira classe^ o 
quadrado do primdro algarismo da raiz, epara a direita 
do resto se baixa o mmeró, qm f&rnui a classe seguinte; se- 
para-se com umponto o ultimo algarismo da direita do nu- 
mero assim fof'mado; divide-se onumerOj que fica á esquerda 
do ponto, peló dóbro do primeiro algarismo da raiz, e escre- 
ve-se quociente obtido á direita do mesmo algarismo. Á di- 
reita do dóbro da raiz, qiie foi divisor, escreve-se o quociente 
achüdo, 7hultipl¡ca'-so peló mesmo quociente o úúmero resul- 
tante, ¿ mbiráhC'Sc ó proáucto, que s'c obtem, do nmnero 
formado pelo resto dapri'ñíeirn clásse üom á clásse seguinte, 

baixa-sü pára a dfreiia do fíovo res'to á clásse s'egmfite; 
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sepára-se, como acima, oprífneiro atgarismo áa dirkita com 
um ponto, e divide-se a parte da ésqüerdá petú^ dóbro da 
parte obtida da ráiz; é escreve-se o quociente á direitá da 
mesma parte achada, porque será o terceiro álgarismo da 
raiz, Á direita do dóbro da raiz^ que foi segundo divisoi^ 
escrevB'Se o algarismo achado, multiplica'se ó numeró résUl- 
tante pelo mesmo algarismOj e subtrc^e-se oproducto do nur 
mero formado pelo resto relativo ás duas primeiras classes 
com a classe immediata. 

Continua'se pela mesma maneirá, baixando successiva' 
mente cada classe para o iádo dos nóvos restoss até que se 
tenha assim baixado a ultima classe. Ese o ultimo resto é 0, 
numero proposto é um quadrado perfeito. No caso contra- 
rio, a raiz obtidá será á do maior quadrado iñfeiro ton- 
tido no nnmero proposto. 

Se algum producto parcial é maior que o resto, següído 
áa classe correspondente, é porqne o algárismo mnltiptica- 
doré demasiado: faz-se necessario entao diminutt^Ahe uilúa 
ou muitas unidades, até qué o producto sé tome menor qtie 
numero do qual deve ser suhtrahido, ou igual a elle. , 

Finalmentej no caso em que um dividendo parcial é meñor 
que dívisor correspondente, escreve-se mn ¥ia f;aiz e bai- 
xa-se inmediatamente a classe seguinte, pará se continuar 
a operacáo. 

Appliquemos a regra ao ségiiinte exemplo. 

Extrahir a rrtíz quadrada de 4206432. 

TYPO 00 CALCULO 



4.20.64.32 
2.06.4 
3 9 3.2 



2050 



4 14051410 
I ol 



Ora, 3932 < 2 X 2050 + l : logo 2050 é a raiz que se 
procurg, sem érro igual a 1 . 

128 Faz-se a prova da extraccao da i^iz qiiadrada, elé- 
vando ao quadrado a raiz obtida, e ajuntando ao quadrado 
resto da operagao : se o resultado assim obtido é igual ao 
numero proposto, a operac5o está beiii feita. 
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129 Prindpio — resto obtido na extracfoo de mia raiz 
quadrada náo póde exceder o dóbro da raiz. 

Por exemplo, o resto da extraccao da raiz quadrada de 8698 
(a.^ 125) é 49: pois affirmo que 49 < 2 X 93; sendo 93 a 
raiz achada. 

Com effeito, (n.^ 128), 



e se resto 49 excedesse o dóbro da raiz 93, sería pelo me- 
nos igual a 2 X 93 + 1 ; por consequencia, sería entao 

8698 = 932 + 2x93 + 1, 

ou (n.« 126) 

8698 = 94 2; 

quc é impossivel, porque se suppoe ser 93 ^ o maior qua- 
drado inteiro contido em 8698. princípio fica pois demons- 
trado. 

Escbolio— As divisoes que produzem os algarismos da raiz, 
exceptuando o primeiro, podem dar algarismos com algumas 
unidades demais; diminuindo-se successivamente uma uni- 
dade, encontra-se o algarismo verdadeiro; porém, se de uma 
vez se diminuem muilas unidades ao algarismo, é possivel 
obter-se um algarismo diminutó: reconhece-se isto por ser 
entao o resto obtido igual ou superior ao dóbro da raiz e mais 
uma umdade. 

• 130 — A extracfSo da raiz quadrada dos numeros fraccio- 
narios exige em geral duas operagoes: é necessario extrahir 
as raizes dos dois termos, conjunctamente; porque para ele- 
var ao quadrado um numero fraccionario é preciso elevar ao 
quadrado ambos os seus termos. 
Com effeito, porque temos, por exemplo, 



8698 = 932 + 49: 




terémos, reciprocamente. 
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E sendo bem evidente que um nmnero fraccionario irredu- 
ctivel sómente é quadrado quando seus termos s3o ambos qua- 
drados perfeitbs, percebe-se que será impossivel extrahir exa- 
ctamente a raiz quadrada de um numero fraccionario, cujos 
termos nao sejam ambos quadrados. 

A raiz quadrada, pois, de um numero fraccionario irredu- 
ctivel, que nao é quadrado, é um numero incommensuravel 
ou irracional; porquanto, se fosse um numero fraccionario, 
esse numeroelevado ao quadrado produziria um numero frac- 
cionario irreductivel, cujos termos seriam quadrados, e que 
sería igual ao numero fraccionario proposto. Este numero, 
pois, sem ser quadrado, sería igual a um numero quadrado, 
que é impossivel. Logo, nao podendo a raiz ser numero frac- 
cionario, como tambem nao póde ser numero inteiro, éneces- 
sariamente um numero incommensuravel. 

131 Quando sómente o denominador de um numero frac- 
cionario é quadrado, para se extrahir a raiz quadrada d'esse 
numero, extrahe-se a raiz ao numerador até ás unidades, e 
dá-se por denominador a essa raiz a raiz quadrada do deno- 
minador darfracfao dada. 

Por exemplo: extrahir a raiz quadrada de 

A raiz de 17 é 4 por falta ou 5 por excesso, sem érro igual 
a uma unidade. Consequentemente, teremos: 

16 17 25 

49 49*^49' 
OU 

7 ^V49 ^7^ 

que dá a razao da regra enunciada. 

Logo, a raiz de é: ou f por falta, ou f por excesso, a 
menos de |; porque estando a raiz procurada entre f e |, e 
sendo j a dififerenca entre estes dois limites, necessariamente 
será menor que j a diíferenca entre essa mesma raiz e qual- 
quer dos ditos limites, | ou |. 
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foxm, guaní^p o denominaclof de umnwnero fraccionario 
i^Sío é qiiadrí^do, e se b.qsca a raiz quadrstc^a d'esse numero, 
entao transforma-se o dito numer^ em outro equivalente, cujo 
(Jeíiomipador seja quadrado, mulviplicando ambososseuster- 
mos pelo denominador. 

Assiim, _ 

V li V Hxii ii 

Logo, é igual : ou a ^ por felta, ou a ^ por excesso, 
a pa^nos dp 

^32 Resríi— Pf^ra eoiítrajkiv a raiz quadrada a um mmero 
deci^fll^ 4ivi4e^^e ern clmses de dois algarismos^ contando da 
virgiula pam Wda um dos ex$rem>s, compktando com um 
zero a ultima classe d^imal da direita^ qmndo, em razao 
de áífr ífítpaf q fitjmwQ de algarismos decimae^, ^ssa classe 
ficar CQV^ wfí^ \irkica algarismo. Extrahese dep,ois a vaiz ao 
mm&TQji qpstfahindo da virg^ila, is(o é, ewQctamenie como 
Sjs p^sfi i^P&if^; e sepaf^r^'Se á direii^ da raiz dms vezes 
menos algarismos decimaes do que os do n/umero proposto, 
depois de compktc^Of q ultima clasjse decimal. 

Por exemplo : 1 calc\ilar /38,^84; 2.^ calcular V^6,859, 
Teremos: 

Em segundo logar: 

Para extrahir a raiz de ^ é preciso fezer o denominador 
quadrado (n.^ 131), e para issp hasta mvltipücar por tO os 
dois termos do nuiíiero fraccionario, queseconsidera. Assim, 

teremos: 

/685Sr _. / 68590 _ v/68590 
ViOOP ""ViQOOO iOO * 

Logo, 
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Estes dois exemplos tornam bem evidente a razao ^ regra 
proposta para extrahir a rm quftdrada aos numerQS dectína^. 

EXTRACgAO DAS RAIZES CÜBICAS 

i33 Sabemos que o quadrado de um numero composto de 
dezenas e unidades consta de tres partes, a saber: 

1 .* quadrado das unidades; 2.*, p dóbro do producto das 
dezenas pelas unidades; 3.*, o quadrado das dezenas, Ora, 
para formar o cubo do mesmo num^ro, é necessarjo eviden- 
temente multiplicar cada uma dessas partes pelas unidades e 
pelas dezenas do numero. Teremos pois os seis productos se- 
guintes: 

1. ® quadrado das unidadeSy muUiplicado pelasunida- 
des, ou cubo das unidades; 

2. ** dóbro doproducto dqsdezenaspelas unidades, muU 
UpUcad^ pelas unidaées, ou o diibrQ daproMctQ dajs dezems 
pelo quadrado das unidades; 

3. ** quadrado das dezenas, multipUcado pelas unidades; 

4. ® quadrado das unidades, multipHicadapelas (jkzenas; 

5. ® dóbro doproductodasdezenaspelasunidades, miil- 
typilicadQ pelas dezefiQ^, ou q dóbfo do gefo^raí^ rfaí ^^?^nas 
mltiplicado pelas uni^^s; 

, 6.^ quadrado das deze^as i^ultipUcq^Q P^ldSi ^zfina^^y 
m ci^o (iezetic^. 

Reumado est^ div^rsas parte^, e sommapdo as d^ f^esma 
e^ecie, recpat^eeereipos que o cubo de vm nwmerQ, cftp^osto 
de dezenas e unidades, contéf»: o cubo das^dade^; v^ais o 
triplo ^ producto das dezetm pelq quq^q/i^ da^ UcVi^^des; 
mais triplo do quadrado düs4^zmqs pelas u^idade^, e mqis 
cubo das 4e2¡enas. 

Por e^í^emplo, o cubo de 79 é Qompostp cqmo se s^ue: 

79 
79 

81 quadrado dasuDidades; 
1260 dóbro do produclo das dezenas pelas uni- 
dades; 

4900 cmadrado da3 d^^qi^s: 



Quadrado de 79 = 
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e agora, 

muUíplicando por 79 o quadrado obtido, acha-se: 

1.0 .. . 8i X 9 . . . 729 cubo das anidades ; 

. . 1260 X 9 . . . 11340 dóbro do producto das dezenas pelo qua- 
drado das unidades; 

3. <>. . . 4900 X 9 . . . 44100 quadrado das dezenas pelas unídades; 

4. "*. . . 81 X 70. . . 5670 quadrado das unidades pelas dezenas; 

5. «. . . 1260 X 70. . . 88200 dóbro do quadrado das dezenas pelas 

unidades ; 

6. \ . . 4900 X 70. . . 343000 cubo das dezenas. 



Sommando agora os productos homogeneos, teremos: 

1. » 729 cubo das unidades ; 

2. » + 4.* 17010 triplo do quadrado das unidades pelas 

dezenas; 

3. <>-f-5.« 132300 triplo do quadrado das dezenas pelas 

unidades; 

6.« 343000 cubo das dezenas. 

Cubode 79:» 493039 



cubo das dezenas é um numero de milhares expresso pelo 
cubo do numero das dezenas; o triplo do quadrado das de- 
zenas pelas unidades é um numero de centenas igual ao tri- 
plo do quadrado do numero das dezenas pelo das unidades; 
e emfim, o triplo das dezenas pelo quadrado das unidades 
é um numero de dezenas igual ao triplo do numero das de- 
zenas pelo quadrado das unidades. 

134 Eflfeituemos agora a operac3o inversa, istoé: tratemos 
de extrahir a raiz cubica de 493039. ^ 

Sendo o numero maior do que 1000, a sua raiz cubica é 
maior do que 10, e contém dezenas e unidades. Ora, sendoo 
cubo das dezenas um numero de milhares, comprehendido 
necessariamente nos 493 miihares do numero proposto, de- 
vemos separar os tres ultimos algarismos 039 do numero, e 
considerar sómente o numero 493, no qual, além do cubo das 
dezenas da raiz, se acham contidos os milhares provenientes 
das outras partes. Procurando, na taboa das potencias, o maior 
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cubo coDtido em 493, acharemos que é 343, cuja raiz é 7. Di- 
minuindo de 493 o cubo de 7, resta 150. 

Ao lado deste resto escrevemos a classe 039, e temos o nu- 
mero 150039, que é evidentemente o que resta do numero 
493039, depois de se diminuir deiie o cubo das dezenas da 
sua raiz. Este resto conlém pois ainda as tres outras partes 
do cubo da raiz, e parlicularmente o triplo do quadrado das 
dezenas multipiicado peias unidades, o qual, exprimindo cen- 
lenas, ha-de estar comprehendida nas 1500 centenas do resto 
150039; aonde ha mais as centenas provenientes das outras 
duas partes do cubo. Dividindo entao 1500 pelo triplo do qua- 
drado das dezenas obtidas, 7, isto é, por 3x7^=147, será 
quociente o algarismo das unidades da raiz. 

Eís 

TTPO DO CALCULO 

7 Dezenas da raiz. 



493.039 
343 



1500.39 



4 A.7 

ünidades da raiz. 



493039 
493039 





7 


79 


7 


79 


49 


711 


3 


553 


147 


6241 




79 




56169 




43687 




493039 



Depois de termos achado o algarismo das unidades, formá- 
mos cubo da raiz; e póde entao acontecer uma de tres cou- 
sas : 1 cubo é igual ao numero proposto, e este é entao um 
cubo perfeito; 2.^ o cubo é menor que o numero proposto; 
e neste caso, o numero proposlo nao é cubo perfeito, e a raiz 
achada será a do maior cubo inteiro contido no ánesmo nu- 
mero ; 3.®, e emfim, o cubo é maior que o numero, o que acon- 
tece todas as vezes que o quociente da divis5o é maior que o 
algarismo das unidades, que elle deve representar : será neces- 
sario entao diminuir successivamente unidades á raiz achada, 
até que o seu cubo seja igual ao numero proposto, ou menor 
doqueelle. 

7 
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135 Tratetnos agora de extrabir a rm cubica do miniero 
^2022. npoDOciLCüLO 
52.0Í2|3 Dezenas. 

27 

27 Unidades. 
9 



52022 
50653 

Reslo 1369 



o 
o 


úi 


3 


37 


9 


259 


3 


iU 


27 


1369 




37 




9583 




4107 




50653 



Depois de lermos separado por ura ponto os tres prkneiros 
algarismos, procuraremos a raiz da classe da esquerda 52. 
Acbámos 3, cujo cubo é 27. Escreveremos 3 na raiz; depois 
diminuiremos 27 de 52, e baixaremos para o todo do resto 25 
numero 022, que fórma a classe seguinte, o que produzirá 
25022. 

Depois de separarmos os dois prlmeiros algarismos22, di- 
vidiremos 250 por 27, trlplo do quadrado das 3 dezenas acba- 
das. quociente é 9. Se este quocieote nao íbsse demasiado, 
39 sería a raiz procurada; mas elevando 39 ao cubo, acba-se 
39^=59319: logo, 39 é muito grande. Elevando ao cubo 38, 
acba-se 38^=54872; logo, ainda 38 é muito grande. Emfim, 
elevando 37 ao cubo, acharemos 37^=50653, que é menor 
que numero proposto. 

Logo, 50653 é o maior cubo ínteiro contido em o numero 
proposto 52022, e 37 é a raiz cubica desse numero a menos 
de uma unidadjB, por falta. 

1 36 PriBcipio — Se dois numeros differem entre si uma tmi' 
dade, os s^s cubos téem por differenga; o triplo do quadrado 
do menor dos dois numeros, mais o triplo do menor, e mais 
vma urddade. 

Por exemplo: 

, 385-^3^3x372 + 3x37 + 1 

FdT conMdenBicDed^ gimilhantes ás prodwhlis ai»' o n,^ 4S6 
reconbece-se a verdade desta proposi^So. 
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tmMW^VH^ af)|^ica(»o deate prkiGipío podtoios prc^rar 
a operá^d) m cssa cie bavclr resto: por(fiaato, resolta do 
prilicí{MO que rMo mmea poderá ser maiúr que ú triplo 
éa rau éttgmeniada no tripla do seu quadrade* ^ 
137 Poderemo8aiDda, paraobterore9toflnal>op6rar.ooii 
na extraoQSo da raiz qoadrada^ ísto é: í&rmar as tres oufras 
parteft do cobo» qi;^ ^tram &o primeiro resto 25022^ addi- 
ckná-laS) e sobtrabir do r^to a soÉnmá obüda; Operanda a» 
teremos: 

< 7 = 7 
+ 90 = 3x30 . ' 



343 = 73 

4410 = 3x72x30 
^|00« 3^x30^x7 



97 
7 



, flua mulitiplica^ 

ou( . 679 = 72 + 3x 7 x30 
+ 2700 = 3 x 302 



3379 
7 

33653: 



, que mulliplica, 
. 73 + 3 X 7 2 X 30 + 3 X 30» X 7. 



DimiDiundo esta somma de 25022, obteremps 1369, que 
foi resto que achámos, quando diminuimos do nüméró pror 
posto cubo de 37. Mas este modo de pratiar nao é muitp 
mais expedito que o precedente, e é menos seguro, 

1 38 Vamos agora buscar a raiz cubica do mm^xo 94897584 • 



n»WJi^\m RaisettlHcd. 

«4 . ' — 



94897 



3772».« 4|6W^ 
16 



45 
45 

m 

fm 

w 

idm 

aioo 



456 
456 



2736 
2980 

9m 

267936 
456 

lMnH6 
1680686 
8M744 
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Depots de dividirmos o namero em dasses de tres algaris- 
mos, da díreita para a esqoerda, proeuraremos na taboa das 
potencias o maior cobo inteiro contícb) iia ultíma classe 9i. 
Este cubo é 64> cuja raiz cubica é 4. Eserevaremos 4 na raiz, 
edimínuiremos 64 de 94. Para o lado do resto 30 baixaremos 
a olasse seguinte 897, o que prodozirá o numero 30897. 

Depois At separarmos com um ponto os dois prímeiros sd* 
gorisbios da direita, dividiremos a parte restante, á e^erda, 
por 48, triplo do quadrado do algarismo 4 já achado. qiio- 
ciente da divisao é 6; mas porque 46, elevado ao cubo é maior 
que 94897, tomaremos o algarismo 5, isto é: elevaremos 45 
ao cubo, e obteremos 9H25; numero, que, diminuindo de 
94897, dá para resto 3772. 

A raiz cubica do maior cubo inteiro contido na parte em- 
pregada, 94897, do numero proposto, é pois 45. Consequen- 
temente, sao 45 as dezenas da raiz procurada. É o que se 
póde reconhecer, observando que o resto 3772 é menor que 
3 X 45« + 3 X 45 + 1, differenca entre os cubos 46 ^ e 45^ 
(136). 

Para o lado da differenca 3772 baixaremos a ultima classe 
584; e separaremos do numero, assim formado, 3772584, os 
dois ultimos algarismos da direita, para dividir aparte restan- 
te, 37725^ pelo triplo do quadrado das 45 dezenas achadas, 
isto é: por 6075. 

quociente desta divisáo é 6, que se escreverá na raiz; 
depois elevaremos 456 ao cubo. Obteremos 94818816, que,^ 
diminuido do numero proposto, dará, para ultimo resto, 
78768. A raiz cubica de 94897584 é pois 456, a menos de 
uma unidade. 

Do que temos exposto se póde concluir a seguinte: 

139 Regra — Para extrahir a raiz cubica de um numero 
inteiro qualgtterj divide-se o numero em classes de tres aU 
garismosy comegando da direita. A ultima classe póde ter 
indifferentementeum, doiSy ou tres algarismos. 

Extrahe-se a raiz cubica ao maior cubo ñUeiro contido na 
primeira classe da esquerda, e diminue'Seéstecubodapri' 
meira classe: A raiz ctMca achada exprimirá o algarismo 
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4as unidades de ordm mais elevada da raiz que se pro* 
'Cura. 

Para o lado do resto obtido badxarse a cla$se seguiníe. Sri- 
param-se os dois primeiros algarimos da direüa^ e divide'Se 
a parte restante, d esguerda, pelo triplo do quadrado dthafy 
garismo achado para a raiz. Estrepe'^e o quocieaée á ditHta 
deste algfiTismOy e elem-se ao eubo o mmero fo9;f^q^ p/elos 
dois algarismos obtidos. 

Se cubo assim obtido é maior qiie onumeroformadope- 
ias duasprimeiras classes, diminujm-se unidades ao quocien' 
tey successivamente, até que se obtenha um cubo igual ao nu- 
mero formado pelas duas primeiras classeSy ofi n^enor^ 
pois de se subtrahir do numero formado pelas dmsprimewras 
£lasses cubo daparte obtida da raiz, baim-'Se paraifí la4o 
do resto a terceira classe. Separam-se novarnente OiS dc^spfir 
'jmeiros algarismos do numero assim formadp, e divide-fe a 
parte restante, d esquerda, pelo triplo do quadrqdo dapqrte 
/uAada da raiz. Escreve-se o quociente á direita da difapfH^ 
obtida, eleva-se ao cubo o numero resultantej e dimim^^ 
jesse cubo do numero formado pelas tres classes empregor 
jdas. 

Em se concluindo esta subtracfáo, baixQ-^ pava o lado 
do resto a classe seguinte; e continua-se esta mesmq seirie de 
4yperafóes até que todas as classes do numeroproposto tenham 
sido empregadas. 

140 É sabido qaé o cubo de uma fraocao é igual 90 eubo 
do seu numerador dividido pelo cubo do seu denooui^a^or. 
Reciprocamente» a raiz cubica de uma frac^So obtem-se extra- 
hindo as raizes cubicas de ambos 09 seus termosi e dividíndo 
uma pela outra. 

É evidente que um numero fraccionario v¡S¡o pó^e ser <^ubo 
perfeito senao quando ambos os seus termossejamcubos per- 
feitos. Gonsequentemenle» quando algum, ou os dois termos 
de um numero fraccionario irreduclivel nao forem cubos per- 
feitos, a raiz cubica d'esse numero, nao podendo ser outro 
4Hunero fraccionarío, é necessaríameiile om numero ikábmr 
mensuravel. 
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'v .Qimdo 6Ó deiK)miiia!Aor oiibo perfeito, para«e:«tK 
trabir a raiz cubica d'esse Dumero, extrabe-se a raiz cubicaw 
iMmerador até unidades, e dá-se por deiiominadar a esea raiz 
a raiz ícubica do denomiimdor do nomero ^ecioiiarío pror 
j^osto. 

Por etseittplo ; extrs^ a iraiz cubica de 
krát cubica de 4387 é H ou 12, por falta oo por éxces^o^ 
sem érro igual a 1 ; logo 



E quandó nenhum dos termos é cubo perteito, multiplicam- 
se ambos pelo qustdrado do denominador, o qual se tomaen^ 
196 em cubo perfeito.^ 

141 Hejrt. Para extmhir a raiz cubica a tm mmno de- 
cifnah divide'se em classes de tres algarismas^ contando 
áa mrgula para cada um dos lados, e completa-se a nUima 
Classe decimal com os zeros precísós, no caso de ficar com 
im ou doís algarismos sómente. Extrc^e-se depoisaraitcu- 
bica a esse numero, abstrahindo da virgulay como se fosse m- 
teiro, e separa-se depois na raiz um numero de átgarismo^ 
iteeimaes igual ao das classes de tres algariímosy que o mi- 
mero proposto tenha na parte decmalj depois de completada 
a ultima classe, se for necessario. 

Pomemplo: 1 .**calcolar araizcubicadotíuttiero32,674567,^ 
Tértitttós: 



2:* caScutóf a mi cobica do numero 9,4582. Será: 



' 'Éeividente que'os 6m exfflnplos explicma regra estabek^ 
cida para extrahir a raiz cubica aos numeros deciniaes. 




^ / 32674567 V^32674S67 
V iO« ^ ioo~ 



1_ V94532 ^/i 



'9453200 
1000000 



1^9453200 
ÍOO 
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142 As duas operacoes oppostas, que acabámos de tratar 
constituem o terceiro modo de construccao, que é o ultimo 
modo primitivo da geracáo dos mmeros. Por consequencia, 
a questao principal da arithmetica, que é construir um nu- 
mero por meio de dois outros numeros dados, está assim re- 
solvida. 

Tres sao os modos essencialmente distinctos de construcfao 
dos numeros, e seis sao as operacoes pelas quaes se póde re- 
solver probiema gerai aritlimetico; essas operaQoes sao as 
seguintes: 



PRIMEIRO MODO 



SEGUNDO MODO. 



TERCEIRO MODO 



íOperacao directa: addigáo 4 + 2; 
jOpera^áo inversa: subtracQáo 4—2; 

lOpera^áo directa: muUiplicaQáo; 4x2; 
(Opera^áo inversa: divisáo; 4:2; 

¡Opera^áo directa: elevagáo ás potencias; 4*; 
Operagáo inversa : extrac^áo das raizes : 4, ou y/ 4. 



Um numero qualquer póde pois ser considerado como 5om- 
waou differenca, como producto o\x quociente, como potencia 
ou raiz; e a sua construcgao eífeitua-se por algum dos seis 
modos de construcgao. 

primeiro modo de construcQao produz sómente numeros 
inteiros, entre os quaes náo ha outra distinccao senao a de 
pares e ímpares. 

segundo modo introduz a considerafao dos factores dos 
numeros, e, por consequencia, a distinccao dos numeros em 
primos ou indivisiveis, e em numeros compostos de factores, 
Isto por meio da sua opera?ao directa. Mas, pela sua opera^ao 
inversa, o segundo modo produz os numeros fraccionarios. 

terceiro modo, por seu turno, e por meio da sua opera- 
C3o inversa, produz os numeros incommensuraveis ou irror 
cionaes. 

Falta-nos sómente uma consideracao, e vem a ser: que, no 
terceiro modo de construccao, os dois numeros generantes 
n3o entram igualmente na construcc5o do numero composto; 
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que acontece nos dois primeiros modos, como se vé no ex^- 
plo seguinte: 

2 + 3 = 3 + 262x3 = 3x2. 

Basta, porém, observar que 3*=9 e 2^=8, para reconhe*- 
cer facto que acabámos de aflBrmar. 

A deternilnacao do valor do expoente, por meio da- base e 
da potencia, quando estas sao conhecidas, n^o póde executar- 
se por nenhuma das seis operacoes da arithmetica; pois exige 
consideraQoes superiores á geracao primitiva dos numeros, 
salvo em casos muito particulares. 

Temos assim concluido a parte da arithmetica pura, cujo 
objecto é a constritccáo dos numeros. 



Convém deixar aqui uma advertencia essencial, a sab^: 
que antes de se effeituar iim calculo arithmetico indicado, de- 
vem ensaiar'Se todos os modos de torná'lo mais simples. Por 
muito que isto se recommende aos que estudam arithmeticp, 
nunca é em demasia. 



GENERALISAglO DO CALCÜLO ARITHMETKX) 

143 As regras e os principios, que temos até aqui estabe- 
lecido, sao independentes dos numeros de que nos temos ser- 
vido, para íixar ideias, e sao applicaveis a todos os numeros 
da mesma especie de cada um dos que nos serviram de exem- 
plos. Em geral, quer os numeros sejam commensuraveis (in- 
teiros, fraccoes ou fraccionarios), quer sejam incommensura- 
veis, cada numero póde ser representado por uma ou mais 
letras, em logar de se-lo por meio de algarismos. As letras saov 
do mesnao modo que os algarismos, signaes mathematicos* Por 
exempk): póde-se representar o numero 53 pela letra A; pó- 
de-se representar a fraccao | por §; o numero incommensu- 
ravel v/fpela v/e, e assim em todos os outros casos. 

Depois de ajuslada esta ideia> é evidente que as igualda- 
des, abaixo apresentadas, sao expressoes abreviadds e spibo- 
Ik^as de certos^prinoi|4os do gú^o múmeik&y r^esentan^ 
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do as lctras B, C, D, N, Q, R, . . m, n, numeros iDteiros 
do systema decimal. 

A + B + C + D = A + D + C + B = C + B + D + A= (Í7). 

Sendo A = B, e w um numero qualquer, teremos (29). 

A + n = B + n. 

E se for A = B, C = D e E = F, será (n.^ 29) 

A + C + E = B + D + F. 

Sendo A + B = S, teremos (exercicio I, pag. 33): 

A+ (B + n) = S + n,A + (B-'n) = S— n,(A + n) + (B — n) = S. 

Sendo A — B = D, será (n.^ 32): 

A-=D + B,B = A — D, 

e tambem, (n.° 34 e exercicio II, pag. 34), 

<A + n) — B = D + n, (A-.n) — B = D— n,A — (B+n) = 
= D — n,A — (B — n) = D + n; 
(A + n) — (B + n) = D, (A — n)-(B — n) = D. 

Tambem teremos (n.^* 40 e 41): 

A~(B + D) = A — B — D, e A — (B-D)=A — B + D. 

Estes principios traduzem-se pelo modo seguinte: 
Quando um parenthesis encerra quantidades additivas e 
subtractivas, e é precedido pelo signal — , póde-se eliminar 
esse parenthesiSs trocando os signaes de addifáopelos de suh- 
tracfáo e reciprocamente ; e para encerrar n'um parenthe- 
sis uma ou muitas addigóes e subtraefóes, se o parenthesis 
tiver signal — , será necessario inverter os signaes de ad- 
dicáo em subtraccáo e vice-versa. 
Pelon.** 50, teremos: 

Ax(BxC) = (AxB)xa 

pelo n.® 57, tambem teremos: 

AxB = BxA. 

Sendo A X B = C, será (n.^61, 62 e 63): 

(AxD) xB = CxD,(A + n)xB = C + Bxn,(A — n) x 
xB = C— Bxn, Ax(B + n) = C + Axn,e Ax(B— n) = 
*=C — Axn. 
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se A = B X Q 4- R , será ( A X n) = ( B X n) X Q + (R X n), 
e (A : n) = (B : B) X Q+ (R : n); 

6(0." 83): 

(A + B±C) : N = (A : N) + (B : N) ±(C : N). 
Pelo n." 86, é: 

A:B = A. 

Pelo o.^ 88, é: 

, , B AxC + B 

^ C C 

Pelo n." 90, é: 

A X n A A : n A ... - 

— g— n>^, e — <n g-; exprimmdon>e<ii, 

n vezes maior que, e » vezes menor que, respectÍYamente. 
Pelo n.« 91, é: 

_A A A ^ A 

Bxn'^"B'^BT¿*^¥- 

Pelon.^ 93, é: 

Axn _ A A : n A 
B xn^W^ BTñ^B' 

Pelo n.M02, é: 

A B C _ A+B-^G 
d'^J) D~ D 

Pelon.MOi, é: 

A C AxC 



B D BxD' 

6 pelon.MOS, é: 

A. C^ AHC A.^ — A P _ AxD 
B D~B:D' B Er""¥^ (C""BxC^" 

Pelos n.«' H6, 118 e 120, teremos: 

A« X A» = A- + » ; = ^ ; ( A-)» = A- x » 

Pelo n.^ 123, tambem teremos: 

(A + B)2=bA2+2xAxB + B2. 
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Tambem é, (n."' 126 e 1 30) ; 

(A+l)2-A» = 2xA+l;y/|- = ^; 
epelon." !33: 

(A + B)» = A'+3xA2xB + 3xAxBí + BJ; 

epelosn.** 136el40: 

V — 

(A+l)5~A3===3xA2 + 3xA+i;y/^ = ^^ 

Enteode-se por fórmvia aritbmetica uma expressao breve 
e symboUca, composta de numeros, ou de letras representan- 
tes de üumeros; a gual descreve por sua ordem as opera0es 
que se bao-de effeituar para obter um resultado, ou r^re- 
seata uma propriedade demoDstravel de algum uumero. 

Por exemplo: (A+ B ±C): N = (A : N) + (B : ± 
C : N) é uma fórmula que descreve as operacoe^ necessarias 
para (Ater o quociente da divisSo de (A + B ± C) por N; 
AxB = BxAé, uma fórmula, que exprime a propriedade 
do producto de dois f^ctores, pela qual é iodependente da or- 

aX n . 

dem dos mesmos factores; -^¿^ = é ainda uma fórmula 

arithmetica, que representa a propriedade fundamental das 
fraccSes, pela qual nao mudam de valor quando se multipU- 
cam ou se dividem ambos os seus termos por um mesmo nu- 
miero. 

A traduccSo dos principios arithmeticos em fórmulas, e a 
versSo destas fórmulas em linguagem ordinaria, é um exer- 
cicio muito proveitoso aos que téem chegado a este ponto do 
estudo arithmetico ; nSo só para se acostumarem a desenvol- 
ver por abstraccSo a actividade da sua intelligencia, e para se 
1 irem a pouco e pouco habililando para o estudo mais elevado 
da algebra, mas támbem para obter recursos com que Ihe seja 
maís facil a resoluc5o dos probiemas arithmeticos e a discus- 
s3o das propriedades elementares dos numeros. 

A traducíSo das fórmulas precedentes póde servir de recor- 
dagio gertl 4o8 •enunciados dos principios mais notaveis do 
calculo arithmetico, estabelecidos precedentemente. 
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EXERGiaOS SOBRE TERCEIRO MODO DE GONSTRUCgAO DOS NUMEROS 

I A differenga entre dois numeros él, e o quadrado do 
maior excede 539 ao quadrado do outro. Pergunta-se: qmes 
sáo esses dois numeros? 

maior dos dois numeros é igual ao outro e mais 7 : por 
consequencia, o quadrado do maíor é igual ao quadrado do 
menor, mais o dóbro do producto deste por 7, e mais 7*; 
d'onde resulta que a dififerenca dos quadrados dos dois nume- 
ros é igual ao dóbro do producto do menor por 7 e mais 7*, 
e igual a 539. Posto isto, ó facil o achar os dois numeros. 

II Certo numero de pessoas dividiram entre siumasomma 
de 8092 lihras. Sabe-se que o numero dos socios é igual ao 
setimo da somma recebida por cada um, e pergunta-se: quan- 
ios eram os socios^ e com quanto ficou cada qual? 

producto da parte de cada um pelo numero delles dcve 
ser = 8092. Mas o numero, que exprime o quinhSo de cada 
um, deve ser igual a 7 vezes o numero delles ; e assim, o pro- 
ducto 8092 deve ser igual a 7 vezes o quadrado do mesmo 
numero: 

III Multiplicando os | do quadrado de certo numero pelos 
y (Fesse numero, acha-se o producto 94080. Pergunta-se : 
gual é esse numero ? 

IV Certo numero foi dividido em cinco partesj de ina- 
neira tal que a segunda é igual ao quintodaprimeira^ater- 
ceira ao quarto, a quarta ao terco, e a quinta á metade, e 
que producto das cinco partes, dividido successivamente 
pela primeira e pela quarta, dá em resultado 145800. Deter- 
minar cada uma das partes. 

producto das cinco partes, dividido suixessivamente pela 
primeira e pela quarta, dá em resultado sómente o producto 

da Mas, sendo a segunda parle o quinto da pri- 

meira, a outra o quarto, e . . . . , o producto de todas tres será 
¿ da(j)rimeira)i= 1 45800. 

Por consequencia, para se obter a primeira parte é neces^ 
sario 
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Y Eff$itmr os cakulos seguimes: 

0,00344957 X (0,99727)» /(1,35)2 — 1 
0,337007 '^V (W-i' 

Yl Sendo dada a differenga 179529 dos quadrados de 
dois numeros consecutivos, calcular esses numeros. E sendo 
dada a differenpa dos cubos de dois numeros consecutivos, 
igual a 241086781, achar esses dois numeros. 



APPENDICE I 

EXEROaOS SOBRE NIIEROS FR.ÍCO0NAR10S E DECIIAES ^ 

I Buscar o numeros que augmentado nos seus ^ dá a som^ 
ma486. 

Augmentando o numero em j obteem-se os| d'esse nu- 
mero. Assim, trata-se de procurar o numero do qual os | é 
486. Para obter esse numero discorre-se assim : se 486 é igual 
aos I do numero, \ d'essenumeroserá9vezesmenorouigual 

a e mesmo numero será pois igual a 7 vezes a sua seti- 
ma parte ou 

486 

= — x7 = 378. 

Com effeito, 

378 X ? 108 e 378 + 108 = 486. 

II Calcular um numero, que diminuido nos seus ^ dé o 
resto 275. Para responder a esta quest5o é necessario discor- 
rer pdo methodo empregado para responder á precedepte. 

III Pergunta-se qual é o numero, do qual os | menos os | 
e mais os \é igual a 368. 

Sendo (| — | + |) do numero = ^ d'esse numero; a 
questao reduz-se a calcular o numero, do qual os ^ é igual a 
368. numero é 384. • 
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rv Qual numero, cuja metade $<minuda cam jj oBj^ 
os e mais 45 é igual a 534? 

A questao reduz-se a obter o numero, da qusd es ^ + 45 
= 534. Esse numero é 180. 

V UmsujeitQ,quetemím filhoeumafilha,(ki(mrá 
tade do seu peculio ao filho e a terga á filha, e 1 :080i8000 réis 
restcmtes á viuva- Qual é o peculio deste homem^ e qualserá 
quinhao de cada um dos filhos? 

VI Um sujeito que comprou um predio^ pagou por conta 
Idosjdosl dopregoj e ficou a dever 3:465f$000 réis. Per- 
gunta-se: quanto Ihe custou o predio ? 

VII Os fossos de certa praga de guerra podem inundar-se 
compktamsnte por duas ectusas abertas durante 15 horas. 
Quando sómeme a primeira está aberta, os fossos séoúMiple- 
tamente cheios em 24 horas. Quantas horas serái preciéú 
para se inundarem os fossos só pela segunda? 

VHI Um lago é eáimenktdo por duas bkas : a primeira 
póde enché'lo em 2 horas, a segunda em 3 horas^' E em hora 
e meia póde-se despejar toda a agua do lago por um eano. 
Em quantas horas poderá encher-se o lago^ suppondo que a 
agua entra simultaneamente pelas duas bicas e se escoa em 
parte pelo canot 

A primeira bica durante uma hora enche a metade do lago, 
e no mesmo tempo a segunda enche o terco. Durante uma 
hora cano dá escoamento aos | da agua do lago: logo, ao 
cabo de correr a agua durante uma hora pelas bicas e pelo 
cano haverá no lago uma quantidade de agua= |^ + — 1= | 
da capacidade do mesmo lago. Por consequencia, será neces- 
sario 6 horas pára que o lago se encba totalmente. 

IX Üm lango de certa estrada importa em SHO Hk'as : 

qual é custo de * do langof 

X Dividir 21 páespor dois pobres, demodo que a quinhao de 
um seja $$ jdo do outro. 

Devendo ser o quinhio menor | do ^iitro^ a totalidade 21 
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será igual a 1 vez o quinhSo roaior mais \ d'esse quinhSo, ou 
igual a I do mesmo quinhao. Agora, facilmente se calculam 
os quinboes. 

¿ JHvidir 428 cartuchos por 3 soldados, de maneira que 
a segunda parte seja o$\da primeira^ e quea terceira seja 

XII Certa petta resaUa a l da altura do pmto é^onáe 
cahiu. Depois de ter resaltado tres vezes eleva-se a de i 
metro. Pede-se a altura do ponto d^onde cahiu, 

Xni Duas fontes alimentam certo tanque; a primeira en- 
ché'lO'hia totalmente em 3 horas, a segunda em 5 horas: 
quantas horas será preciso para que as duas fontes encham 
tanque, manando simultaneamenie? 

XIV Os dois ponteiros de um relogio marcam meio dia. 
Determinar o tempo ao eabo doqualosdoispoi^irastornam 
a encontrar-se. ponteiro dos minutos anda doze vezes mais 
v^zmente que o das horas ; assim, suppondo qwe o intervallo 
percorrido pelo ponteiro das horas desde o meio dia até ao 
ponto do novo encontro é i, opercorrido durante o mesmo 
teiñpo pek) dosminutos será i2; mas este intervallo é igual 
a 12 horas mais o intervallo i ; hgo i2 vezes i = i2 horas e 
mais 1; d'onde ii vezes i =5= i2 horas. D'aqoi se deduz a 
hora da conjuncoSo dos dois ponteiros. 

XV €em pctries depólvora de guerra contéem 78 de sali^ 
tre, I2-| de carvao e ii\de enxofre. Quantos cartuxos de 
de salitre, de carvao e de enwofre ha em 72 cartuxos dépóh 
vora de guerra? 

XVI Certo sujeito tem 48 annos e seu filho tem i8: aofim 
de quantos annos será a idade do pae osjdado filho ? 

XVII Reduzir a decifnms os quebrados seguintes: 

i 3 i3 i7 347 2 i5 i7 J_ J_ i7 

Í'4'i6'20'25600 '3H7'3»'i9't»07'i3'37'300W 

XVIII Calcular um mmerú, que augmentado nos seus 38 
centesimos dé a somma 491,28. 
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XIX Obter um numero, do qual diminuindo os seus 1 5 cen- 
timos seja o resto 362,95. 

XX Qual é numero tal qiie, dividindo-opor 0,825 e ajun- 
tando 3,658 ao quociente, dá em resultado 8,298. 

XXI Pede-se um numero tal que, dividindo-o por 4,375 e 
diminuindo do quociente 0,5924, dé em resultado 8,9456. 

XXn Determinar um numero tal que, multipUcandO'O por 
0,325, e ajuntando 3, 1 46 ao producto, dé em resultado 5,S^8. 

XXIII Vm meslre de obras empregou 250 obreiros: 80 a 
2 libraspor mez cada um, 100 a libras 1,75, elO a libras 
1,50. Pergunta-se: a como, termo medio ou um por outro, 
Ihe custou servico de cada obreiro durante um mez? 
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XO STSTEIA BECIIAL 

Seja N nu)üero dado, e seja B a base do systema em que 
se quer escrever o numero N. 

Se N B, será N representado por um dos algarismos 
do systema (B); mas N >> B, entáo divide-se N por B ; o 
quociente obtido representará as unidcides de segunda ordem 
contidas em N, 6 o resto as de primeira. 

Se qwciente assim obtido é menor que B, representa-se 
por um dos algarismos do systema; se náo é, divide-tepor B, 
quociente exprimirá unidades de terceira ordem, e o resto 
unidades de segunda. Continuarse assim a dividir cada um 
dos quocientes obtidos por B, até se achar um quodente menor 
que B. 

Exemplo. Pede-se o numero correspondente a 56799, no 
systema duodecimal. 



56799 
87 
39 
39 
3 



12 
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4733 


12 






113 


394 


12 




53 


34 


32 


12 


5 


10 


8 


2 
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Dividd-fie^TSO por 12: o quocieDte 4733 expnme unida- 
des de seganda ordem do sjstena diiodecimal, e 3 represen- 
teuDidades de primeira <H*dem. PorqHe 4733 > 12, que é a 
base do systema, divide-se aiada 4733 por 12: o quociente 
984 j^^prefiwta unidades de terceira m*dem duodecjmal e o 
rasto^ UBÍdades de seguuda. Agora, porque 394 > 12, di- 
Yide-se tambem 394 por 12; obtem-se assim 32 unidades de 
quarta ordem4uedecimal e 10 de leroeira: e di^pois, dividin- 
do 32 por 12, obtéem-se, emfim, 2 unidades de quinta ordem 
e 8 de quarta. 

Por consequencia, os restos obtidos 3, 5, 10 ou a, e 8, e o 
ultimo quociefite 2, serao os algaridmos r^presefttantes das 
unidades duodecimaesdediffeFentes OFÚeñS do Bmnero 56799, 
que se escreverá assim: 



KEGiA PAiA mnm, m SYonu ]»iciial,(]i Nüuto escripto 

N'OmO IDAKKIU STSTEIA 

Seja N numero dado, e B a base do seu systema. 

Multipliquem'Se ú&algarimos do nmmeroU^ ofrmeirú da 
«4infffti{P«r 'l^ c $e§uñáo por o nmneáMto púnU^, ^ se- 
guinte por B\ t msim wccemmmmke aíé ao Mmo 4a ts- 

querda; escrevendo B, B^, JB^ e os productos obtidos, no sys- 
tema decimal; e sommem-se depois esmproductos parciaes. 
Exemplo. Escrever no systemdecimalonumero ^*'^28a53. 

TVPOM caieiiOLO 

1 3 = 3x1 

12 60 = 5x12 

122 = 144 1440 =10x122 

4*^=aM8 13824 = 8x123 

124 = 20736 41472 = 2xií* 



%iittfflero dado pepre^enta^ pois pw 567t8 bo s^ma 
decimad. 
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nm niK imtm, ni» ststiia mmi, nr mau uasm 

El OllHO STSTIIA QDAlOUEt 

Seja N numero dado, escríplo no systema cuja base é B; 
e seja B' a base do systema em que se quer escrevé-lo. 

Escrevorse primeiramente o numeroHnosystema decimal, 
pela segunda regra, e depois escreva-se no systema, cuja base 
éWy pelaprimeira. 

Exemplo. Escrever ^^^6787 no systema de base 8. 



1 

9. 

92 = 



= 81 



TTPO 00 CALCULO 

7 

72 

567 



= 7x1 
= 8x9 
= 7x9« 



93 = 729... 4374 =6 x 9^ 

8 



5020 
22 
60 
4 



627 


8 






67 


78 


8 




3 


6 


9 


8 






1 


1 



numero que se busca é pois ^^11634. 
Mas póde-se obter dírectamente este resultado, applicando 
a regra primeira ao numero dado ^^6787. Eis o 



TTPO 00 CAieULO 

W6787 8 



58 
57 
4 



766 


8 






56 


86 


8 




3 


6 


10 


8 






1 


1 



Isto é: numero ^^'6787 é equivalente a como ti- 

nhamos achado pelo primeiro modo. 

calculo efifeitua-se pelo modo seguinte: 

Em ^'>67 ha <'>7 vezes porque 8 X 7 = 56, equivalen- 
te a ^'>62; e subtrahindo ^'>62 de <'>67, obtem-se o resto "^^S e 
segundo dividendo ^%8. 

Em ^'^58 ha ^'^6 vezes ^'^8, pois 8 X 6 = 48, equivalente a 
^^^53, resto é e o terceiro divídendo parcial ^^^57. 
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Em ha (^ífi^vezes í^)», equivaleBte a (»)53 : o resto é (^4, 
que axprímirá unidades de prímeira OPáem no systeoia^c^ja 
base é 8. Depois divide-se c^^T^ p(ir (^)8; dep(MS^^)8ft por 
í^)8, e emfim ^^HO por (^)8. uUkno quociente 1, e os nestos 
1, 6, 3, 4, sao os algarismos do numero. 

ISO DOS DlfTERENfES SYSTEIAS DSJkTllERAdO ^ 

A considera^ao dos differentes syslemas de numera^áo náo é inulil, 
nem se tenha como simples curiosidade; pódeservirpara estabelecer 
muito faciimente diversas propriedades dos nameros. 

Por eajsmplo: da possibiHdade de escrever um numero nosystema 
binario resulta immediatamente este principio notavei : 

QucUquer numero inteiro é uma somma de potencias distinctas de 2, 
ou uma somma de potencias de 2 augmentada de 1. 

Reconbece-se, pois, que o estudo.dos systemas de numeragáo, ana- 
logos ao decimal^ tem ba^afnte importancia. Mbs ne^e logar náo seria 
conveniente dar a esse estudo maior desenvolvimento. 



APf ENDfCE ni 

DIYISIBILIDADE DE IH MMERO POR 2, 5, 3 OU 9 

Para completar a advertencia feita ao concluir o calculo ari- 
thmetico, n.° 142, é conveniente estabeleceraqui algunsprin- 
cipios, que sao os seguintes: 

l Se a fórmula, qite se quer resolver, 6 do typo das frac- 
(deSy Supprimein'Se prinieiramente todos os factores communs 
aos dms termos. 

, . .n 25x11x4x8^0 

Seja exempk) a fornHila a?=^ 18 x rz — — ;.Vv^> 

^ 33 X 10 X 3 X 725 

TYPO DA SinrPLIFlCAQXO 

2 1 £ ^ 

25xllx4x850x 2x4x85 ^,13 

— = = 23 

33x^x3x725x 29 2S* 

y 1 1 29 

T 

Divide-se M e 33 por M, e escreve-se o quocieiiíe 1 em 
cffiia de M , e o quociente 3 debaixo de 33; di¥ide-se depoís 
880e 10 por 10; ctepois, e successivamente, 25 e 72S por 25, 
18 e 3x3 por 9: os ultimos quocientes obtidos, 2, 4 e 8Sv 
formarao o numerador da fórmula, e 29 será o denoioinador. 
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n Um numero é divisivel por 2, ou épar, quandoépar 
o algarismo das suas unidades; é divisivel por 5 quando o 
algarismo das suas unidades éíi ouO. 

Por exemplo : 438 = 400 + 30 + 8, 

. ,,,, 438 400 , 30 , 8 438 400 , 30 , 8 
e, por consequencia (83),— « 'Y'^J'^í ~5" T ¥ 5" 

Ora, 400 e 30 sao divisiveis por 2 e por 5, porque sao mul- 
tiplos de 10: logo, para que 438 seja exactamente divisivel 
por 2 ou por 5, isto é, para que o segundo membro da igual- 
dade, (que é o quociente,) seja numero inteiro, será indispen- 
savel que o algarismo das suas unidades seja divisivel por 2 
ou por 5, respectivamente; o que dá a razáo do principio. 

iV. B Quando o algarismo das unidades for zero, o numero 
será divisivel por 5, porque será multiplo de 10. 

in Um numero é divisivelpor 3, oupor 9, quando, excluindo 
da somma dos seiis algarismos, tomados em absolutOj os mnU 
tiplos de 3j ou de 9, respectivamente, o resto obtido é zero. 

Exemplo: 438 = 400 + 30 + 8 = (raQll. 9 + 4) + 
(mult. 9 + 3) + 8 = mult. 9 + (4 + 3 + 8) ; e assim teremos 

438 _ muU 9 , 4 + 3 + 8 
3, ou 9 3, ou 9 ' 3, ou 9 

Ora, mult. 9 é divisivel por 3, ou por 9 : logo, para que o 
segundo membro da igualdade, que é o quociente de 438 por 
3 ou por 9, seja numero inteiro, é necessario que (4 + 3+8) 
seja divisivel por 3 ou por 9, isto é: que seja um multiplo de 
3 ou de 9; que prova o principio. 

Para se reconhecer se (4 + 3 + 8) é multiplo de 3 ou de 
9, diz-se assim: 4e3é7, e8él5, nove fóra 6; e como 
6 é multiplo de 3, ou como tirando os muUiplos de 3 nelle 
contidos, se obtem o resto zero, concluir-se-ha que 43'8 é di- 
visivel por 3, e que nao será divisivel por 9. 

Será 845062 divisivel por 9? Ensaiar-se-ha assim o nu- 
mero dado: 8 e 4, 12, nove fóra 3; 3 e 5, 8, e 6, 14, nove 
fóra 5; 5 e 2 é 7,- logo o numero dado nao será divisivel por 
9, nem por 3. 
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COMPARAgÁO DOS NÜMEROS 
PUUHIIAItlS 

f 44 Pelas leis da iQtelligeDcía humaQa distinguimos na caii* 
cep^o geral dos objectos dois elementos dififerentes, a fmüffto 
» a fifnm: a matería, qoe os constitae, oa que e sua esseocia 
intíma; a fórma, que constitue seu modo de ser, ou sxüírekh 
(áo com os outros objectos. 

Em virtude desta di8tincc3o, todas as sciencias se diYídem 
em duas partes diflerentes, a saber : a gerafáo ou constrié^So 
dos objectos da sdeneia ; a relagáo ou comparac3o d'estes mes* 
mos objectos entre si. 

Os objectos particulares da Aríthmetica s3o os numeros, os 
qu2^, pelo principio exposto, devem ser estudados por dois 
modos dififerentes, isto é: a respeito da sua geragáo, e da sua 
rtíafáo. 

A geracíao dos numeros, em sua parte elementar, está ba* 
^sttiteBiente ta*atada no livro precedente. Agora fsdta consíderar 
as reta0es dos numeros entre si. 

f 4S Da comparofáo elementar de dois numeros dados^ 
qmesquer, A e B, nao podem resultar seolo dcuts relac9es 
possiveis, que consistem na igualdade ou na desigualdadeáib 
siHs grandezas r8i^[)ectivas. 

No caso de igualdade, teremos A==B; simples identidade, 
que nao poderá ter leis differentes dos axiomas seguintes: 

I Póde-ae adáicionar um memo numero aos deis membros 
á$ uma igmldade, ou delUs subtrahi^lo; 
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n Podem-se multiplicar ou dividirporum mesmo numero 
os dois membros de uma igualdade; 

in Podem-se elevar a uma mesma potencia ou extrahir 
raizes de um mesmo grau aos dois membros de uma igmU 
dade; 

rv Asigualdadespodemaddicionar-se, subtrahir-se, muU 
tiplicar-se, ou dividir-se, ordenadamente, porque os resul- 
tados formarao outra igualdade. 

Resulta do axioma I: queos termos additivos de um mem- 
bro podem passar em subtractivos para o outro membro, e os 
subtractivos em addilivos. 

Com effeito, se A+m=B— n; addicionando n a ambos os 
membros obtem-se A+m+n=B;e diminuindo m de am- 
bos os membros, obtem-se A+ n=B— m; o que prova a 
proposiíSo. 

Conclue-se do axioma II: que os factores de tim membro 
podern passar em divisores para o outro membro, e os divi- 
sores em multiplicadores. 

Com effeito, se Axm=B:n; multiplicando ambos os 
membros por n, resulta AXmXn=B; e dividindo ambos 
os membros por m, obtem-se Axn=B : m; o que prova o 
principio. 

Quando algum dos numeros componentes de uma igual- 
dade é desconhecido, a igualdade é denominada equacáo, e 
numero desconhecido é chamado a incognita da equa(3o. 
Resolver uma equacao é achar o valor das respectivas inco- 
gnitas. 

4 46 Se os dois numeros A e B sao diversosy a sua reciproca 
relacao, dependente do modo pclo qual a quantidade menor B 
entra na constmccSo da maior, póde considerar-se por tantas 
maneiras differentes quantos os modos elementares de con- 
struc^So. 

Em virtude dos dois primeiros modos teremos as reiajoes: 

A — B = DcA:B = Q; 

representando D a differenca entre A e B, e Q o quociente de 
A por B. Consequentemente, a comparac3o de dois numeros 
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díversos póde ter os dois ñns seguiotes : 1 .^, saber quanío um 
excede o outro; 2.^, saber quantas vezes um contém o outro. 

Pelo terceiro modo elementar, existem outras duas rela- 
C5es possiveis; porque póde ser B a base de e póde ser o 
expoente da potencia igual a A ; isto é: 



Estas duas relacoes nao s3oelementares; todavia, parafor- 
marmos da primeira alguma ideia, basta que consideremos 
mn caso particular, a saber: quando seja m numero inteiro. 
Dividindo A por B; dividindo ainda por B o quociente, e as- 
sim quantas vezes for possivel, esse numero de vezes será o 
valor de m. Logo, esta relac^o B"*=A depende da divisao, e 
nao é pois essencialmenle differente da relagao A : B=Q. 

Nao ha, por consequencia, sen3o tres relagoes de desigual- 
dade essencialmente differentes, entre dois numeros, e sómente 
duas sao elementares, a saber: A— B=D, que éreiafáopor 
differenfa ou arithmetica; e A : B= Q, que é relagaopor quo^ 
ciente ou geometrica. A relaQao A=(N)^ é transcendente. 

Em mathematicas, chama-se quantidades transcendentes 
áquellas cuja geragao theorica depende essencialmente deum 
elemento irrealizavel, que é mero producto da razao humana; 
de sorte que é impossivel obter o valor dessas quantidades 
por methodos differentes do de approximacao. Taes s3o, por 
exemplo, as quantidades incommensuraveis; porquanto, o ele- 
mento indivisivel, ou de infima ordem, de que depende a ge- 
rae5o completa ou exacta de um numero incommensuravel, é 
de certo pura concepcao de intelligencia, e impossivel de rea- 
lizar-se. 

147 resultado da comparacao de dois numeros iguaes 
sómente póde ser zero ou a unidadey segundo forem compa- 
rados por differenca ou por quociente. 

resultado da comparacao de dois numeros desiguaes é 
um terceiro numero, que póde indicar: 1.% quanto o maior 
delles excede o outro; 2.% quantas vezes o menor é contido 
noprimeiro. 




B 



B 



Digitized by 



Google 



A rela#) por differen^ entre 6 e 3 represenUhse arssni 
6 — 3 =t 3; a relaelte por quodente entre os mesmos ra^ 
meros represeüta-se d'este modo 6 : 3 = 2» 

Riai» de dois numeros é o resultado da compara^ recH 
proca d'esses numeros. Antecedenté, é o primeiro termo de 
uma razao; consequente, é o segundo. 

Razio de maior disigialdade é a que tem o antecedente maior 
que consequente; é de menor desigualdade quando o ante- 
cedente é menor que o consequente. Por analogia, chama^se 
rúizao de igualdade a que tem os termos iguaes. Por exem*- 
plo: 

razoes arithmetícas, 

12 — 5 = 7,5 — 12 = — 7, 12-12 = 0; 
razoes geometricas, 

12:3 = 4,8:16-=«^ 4:4 = 1. 

Estabelecemos queo — i2 = — 7.0 signal — exprime 
que numero a que está appiicado é subtractivo. Pois nSo 
sendo possivel diminuir 12 de 5, das 12 unidades subtracti- 
vas sómente 5 poderao ser diminuidas e ñcarao ainda 7 sub- 
tractivas, ou — 7. 

Os numeros, como — 7, cuja funcc3o é subtractiva, a que 
por esse motivo se affecta o signal — , e que exprimem a re- 
lagao por differenca entre dois numeros, em que o antecedente 
é menor que o consequente, sao denominados negativos; em 
opposicao aos que nao téem signal, ou que téem o signal +> 
os quaes se dénominam additivos ou positivos. 

148 Sendo A e B dois numeros desiguaes, e D a sua diffe- 
renfa, é certo que: 1.° (n.® 143) 

( A + n) — (B + n) = D, e que (A — n) — (B - n) = D, 

ou 

A + n>B + n,e A — n>B— n. 

Estas expres^s enunciam-se assim: 

signal >> ou <; uma desigualdadenao muda'quantbt 
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a ambos osseus tertnos se addiciom, ou delles se dimnue um 
mesmo numero. 

Corollario. Os termos additivos de cada um dos membros 
de uma desigualdade podem passar em subtractivos para o 
outro membro, e os súbtractivos em aáMivos. 

2:^ Dd mesma designatdade A — B D se dedor (|ae 

Ax»— Bxn = Dxn,J JAxn>Bxn. 
A;n — B:n = D:n,} jA:n>B:n. 

Porconsequencia: 

signal > ou <; uma desigualdade náo nvuda qumdo 
ambo^ os seus termos sáo nuUtiplicados OU' dividídos por um 
mesmo numero. 

CoroUarío. Os factores de cada um dos membros de uma 
desigualdade podem passar para o outro membro como divi* 
soresj e os divisores podem passar em muUípUcadoreB. 

3.^ Finalmente, seA>B, C>DeE>F, tambem 

A+C + E>B + D + F. 

Logo; 

Se duas ou muitas desigualdades, com um mesmo signal, 
se addicionam, o resultado será uma desigualdade da mesma 
espeáe que as primeiras. 
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EQÜAGÓES NllERiaS 



149 Problema é uma proposicao para determínar um nume- 
ro incogtiito por meio de oulros numeros em condicoes dadas. 

Para resolver um problema, é necessario aproveitar bem 
no enuncíado a rela^So existente entre os numeros dados e o 
incognito. Esta relagao, expressa abreviadamente ou symboli- 
camente, é o que se denomina uma equacao (n.° 145). 

Pór um problema em equagao, é reduzir o seu enunciado 
á expressao mais simples, e representar a sua analyse com o 
menor numero possivel de caracteres. 

150 Qualquer que seja a natureza de um problema, será 
impossivel determinar-lhe a solu^ao sem formar e resolver 
uma equac3o expressa ou existente no pemamento. 

Para se determinar, por exemplo, a somma dos numeros 3, 
7 e 9, ha-de resolver-se a equa^ao = 3 + 7 + 9, que é a 
equacao do problema, aonde o numero incognito é a somma 
pedida = 19. 

Para determinar, ainda, a importancia de 5 p5es, a 40 réis 
cada um, será necessario tambem resolver a equa^ao = 40 
X 5 ; d'onde se tira x = 200 réis, que é a importancia pedida. 

A equagao é uma expressSo synibolica, composla de duas 
partes separadas pelo signal =. 

A parte da esquerda de uma equacao chama-se primeiro 
membro da equafao; a outra parte é o segiindo membro. Ter- 
mos da equagao sao as differentes partes de cada um dos seus 
membros, ligadas pelos signaes + ou — . Por exemplo: 
45 + = 30 + 2x^ é uma equacao, cujos membros sao 
compostos de dois termos. 

Formar uma equafao numerica, é: exprimir pelo modo 
mais simples e breve a igualdade entreasrelagdesdosnume- 
ros dados e do incognito. 

Resolver um problema, é : determinar um numero, que, 
substituido na equafáo do problema pelaincognita, realize a 
igualdade dos dois membros da mesma equafSo. 




m 



É necessario entender-se bem que nSo s3o os signaes e as 
abreviaturas o que constitue uma equacSo; é indispensavel 
que a igualdade das rela^s expressas na equacSo seja reali- 
zavel por meio da determinacao da incognita. Assim, a expres- 

sao — = é propriamente uma equa- 

^o ; porque n3o é realizavel a determinacSo da incognita nem 
a igualdade das reIao5es entre os numeros dados e a mesma 
incognita. Com effeilo, resolvendo esta expressSo, obter-se* 
ha: 

multiplicando por 6, (n.^ 1 45), 
subtrahindo ¿r, 

0-4; 

pelo que é impossivel obter um valor para x. 
O motivo desta impossibilidade está em ser absurda a ex- 

press5o proposta, pois della se tira f = f + y ; aonde se 

percebe evidentemente que nao póde haver determinacaa 
para x. 

15! Prableina — Certo numero, multíplicando-o por 8, e dt- 
mimindo 16 aoproducto, fica reduzido á ma terga parte. 
Qual é e$se numero? 

SOLügAO 

Representando por ;r o numero incognito, poderá estabele- 
cer-se a equagSo seguinte: 

8xx— 16 = a?:3, 

que é a express3o do enunciado, e a mais simples expressao 
da analyse do problema proposto. 
Agora, por addifSo (n.** 145), obter-se-ha: 

8xa; = (a?:3) + 16; 

e, por multipIicacSo, 

24xa: = a? + 48. 
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Por subtra€c3o» s«rá 

23xa? = 48; 

por divisao, 43 ^ 

Logo, numero pedido é 2 

152 Nao se póde dar uma regra geral para pór um pro* 
bl^a em equacao, porque cada problema se traduz em tan- 
tas equacoes differentes quantos ^ os dififerentes modo&pe* 
los quaes póde ser analysado. 

Por exemplo: tendo um sujeito 45 annos, e outro 15 a$mo$ 
(45T> 15) ; quando será a idade do primeiro igual a duas 
vezes a do segundo? 

SOLUgAO 

Represente x numero de annos que se busca, e pro- 
blema terá a seguinte equacao: 

45 + a? = (15 + ¿r)x2 (4) 

Agora, effeituando, obter-se-ha : 

45 + a? = 30 + 2xa?; 

diminuindo, 

45 — 30 = 2x0? — ¿c, oa 15 = a:: 

iogo, é necessario que decorram mais 15 annos, para que a 
idade do primeiro seja igual ao d6bro da do segimdo. E com 
effeito, com mais 15 annos, primeiro terá 60, segundo 
terá 30, e será ent3o 60 2^ > 30. 

Mas, analysando problema por outro modo, obter-se-ha 
uma equagao diversa da (1). Represente agora x a idade do 
primeiro sujeito, dupla da do segundo: porque a differenga 
^ntre as idades dos dois é constantemente igual a 30, será 

equacSo que é differente da (1). 
E, por multiplicafao, será: 

2xa; — a; = 60, oua? = 60. 

que signiflca: que a idade do primeiro será dóbro da 
do segundo 15 annos depois, ou quando primeiro tiver 60 
annos e segundo 30. 
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lj(3 9tMmtt-^i>miir iktWréis m tres qmnhOes, que 
ttfMm miv^ M cM»o os mnmeros 3, 8 e il, isto é: moáó 
qi$e # 9^fmdo sefa j áo prmeiro, e o terceiro seja j do 

me9M^ JiriflMSITO* 

soLugXo 

Representando o primeiro quinhao por x, poderá fonnar-se 
a equacSo segainte: 



que se reduz a 
ou a 

d'onde se tirará 



5 41 
« + ^ X « + X 14250, 

ó O 

iñxx 
+ 14250, 



19 xa: = 42750; 
42750 

X = —r^, ou a? 2250. 

M.V 



Logo, primeiro quinhSo será 2250 réis; 
segundo, 

2250 x^,ou 3750 réis; 

terceiro, . 

2250 x~,ou 8250 réis. 

ó 

Problema — Determinar um mmero, cujos dois tergos e mais 
4 seja igual aos quatro quintos do mesmo numero, mais 12, 
e menos cinco setimos d'esse numero. 

Problema — Determinar dois numeros, cuja somma sejaily 
e a differenca 5. 

Problema — Resolver a equagao numerica seguinte: 

5 5 4 ,7 

-XX = -XíF + -. 

6 3 5 ^3 

Regra. Para resolver uma equagáo numerica, primeira-- 
mente desembarafa-se dos denominadoresj multiplicandO'a 
peloproducto dos m£smos denominadores; depois, transpor- 
tam-se para um dos membros todos os termos de que a inco- 
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gnita é factor, e para o outro membro todos o$ iermos inde- 
pendentes da incognita; em seguida, effeituam-se todas as 
operafOes indicadas pelos signaes respectivos; e emfim, tira- 
se valor da incognita, desembaragandO'a do seu multipli- 
cador por meio de divisáo. 
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IQÜIDIFFIRBNCAS, B PKOCRBSSSBS AIUTIIIBTIGAS 



§ i « E^¡ÍBrai{u 

154 Equidifferenfa ou proporgáo arithmetica, é a ex- 
pressao da igualdade entre duas diflerengas. 

As differencas 8 — 5el2 — 9 constituem uma equidiffe- 
renga, que se escreve assim: 8 — 5 : : 12 — 9, e se enuncia 
dizendo: 8 para 5 como 12 para 9. 

primeiro antecedente e o segundo consequente s3o os ex- 
tretnos; e o primeiro consequente e o segundo antecedente 
serSo os meios. Se os meios de uma equidifferenca sSoiguaes 
a equidifferenca é contínua, e o meio repetido deuomína-se 
meio arithmetico entre os extremos. 8 — 5 = 5 — 2é uma 
equidifferenga contínua, cujo meio arithmetico é 5. 

155 Principio. Em qualquer equidifferenfa a somma dos 
£Xtremos é igual á áos meios, ou igual ao dóbro do meioari- 
thmetico na continua. 

Com effeito, se for 

a — : : c — d, oa a — ft = c — d; 
teremos (n.** 145): 

E se a equidifferenca for contínua, como a — b — b — d; 
será: 

Beeiprocameiile. Se a somma de dois numeros é igual á som' 
ma de outros dois, os quatro numeros formam uma equidif- 
ferenga; esea somma de dois numeros é igual ao dóbro de 
um terceiro, os tres formam uma equidifferenga contínua, 
cujo meio arithmetico é o dito terceiro. 

Porque, sendo a + d = & + c^oua + d = 2Xft^ será 
necessariamente (n.^ 145): 

a — & = c — d,oua — ft = ft — d. 
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Gorolhrio — Qmlquer do$ extremos de uma equidifferenfa 
é igual á somma dos meios menos o outro extremo; e um meio 
é igual á somma dos extremos menos o outro meio; e n'uma 
equidifferenfa contínua o meio arithmetico é igual á somma 
dos extremos dividida por 2. 

156 Tambem é certo qne se póde aidicíonar ou diminuir 
am mesmo miiiiero: 1.^ a todos os tenuos de uma eqpidíf- 
ferenca; 2.^ aos aAteoedentes; 3.^ aos coBsequeotes; 4.%aos 
ám prímeiros termos; ü.^, aos dois ultimas. PorquaBBto, em 
todas eslis tr«Dsfocnac&es se ^erifiea ses^nre a iguaidade^ 
tre as razoes que constituem aeqaidifiereiin. 

j^dmeaÉe, podoD troonr-se um oiilra osioeío&oii os 
tatnmd^ e trocar «ntre á as msSes; pois «eiapre a somm 

pniMino fetmo tma o vMim igoal i dos do mm. 



úKI f^togremia tmtíimeiioBi é nitt sene delMMs^jaide 
9k 4Uhmm ^Btpe cada um e o «eu pmoedeii e> é ceesttts^ 
Esta diflerenQa é a razáo da progressáa, 

Se a razao é positiva, os termos v3o crescMido, e apro- 
gressSo é crescente ou ascendente; se é negativa, os termos 
irSo a diminuír, e a progressño será decrescente ou descen- 
dente. Em cada um dos casos cada termo da progrjeissSo ¿ 
meio arithmetico entre a que o preeede e o que o segue. 

Uma prc^ess3o arithmetica produz uma nova progresslo 
da mesma especíe, quando se addiciona ou se subtrahe um 
mesmo numero a todos os seus teonos. A esquerda do pri- 
meiro termo de uma progressao arithmetica escreve-se sem- 
pre o signáa t, como se vé nos exemptos seguinfteí:' 

-^3. 7. Ii.i5. 19.23.27.31.35.... (raiao = 4) 
^ & .7 i .^i .6 . 5 i . 5 . A^-..4 . . , (raiao =|) 

Uma progressao, (a primeira das duas precedeirtes per 
exemfAo), íé-seassim: 3^ para 7, como 7 para 'H, ctmo 11 
para 15, como 15 para 19, etc, ou 3 para 7 para *1 pm 
15para 19para ^ 
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158 PrÍDCÍpio — ultimo termo de tma progressáo ari- 
thmetica é igual ao primeiro termo e mais tantas vezes a ra- 
záo quantos os termos que precedem o ultimo. 

Sejaaprogressao: 

^A.b.c.d.tn.n.p.Vy 

cuja raz9o seja D. 
Teremos: 

6 = A + D,c = 6 + D,(í = c + D,m = d + D, 
n = w + D,p = n + D,U==p + D. 

E substituindo agora o valor do segundo termo na expres- 
sao do terceiro, o valor deste na expressao do quarto, e assim 
até ao ultimo U, resultarao as transformacoes seguintes : 

2.* 6 = A + D, = 1.*» mais a razáo; 
3.oc = A + D + D = A + 2xD = l.° mais 2 vezes a razao ; 

ÍA + 2xD + D,| 
4»d = c + D=| ou > =i.*»ma¡s3 vezesarazao; 
( A + 3xD ) 
m = d + D = A + 3xD + D = A + 4xD = l.°ma¡s 

4 vezes a razáo; 

6.0 n=:w + D = A + 4xD + D = A + 5xD = i.«raa¡s 

5 vezes a razáo; 

7.«p = n + D = A + 5xD + D = A + 6xD = l.o ma¡s 

6 vezes a razáo ; 

ü=p + D = A + 6xD + D-:A + 7xD = l.o mais 

7 vezes a razáo. 

principio fica pois demonstrado; porque sendo n o nu- 
mero dos termos, teremos: 

U = A+(n — l)xD. 

Gorollarío — primeiro termo de uma progressáo é igml 
ao ultimo menos a razao tantas vezes qiiantos os termos que 
seguem o primeiro, ou que precedem o ullimo : porquanto, 
sendo 

U = A + (n — l)xD, 
seguramente será tambem 

A = U — (n-.l)xD. 
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Tambem poderiamos fazer esta demonstracao imitando a do 
principio precedente. 

159 A respeito de uma progressSo arithmetica podémos 
estabelecer o seguinte: que quatro termos consecutivos for- 
mam uma equidiflferencaf que tres termos consecutivos for- 
mam uma equidifTerenga contínua ; que quatro temios formam 
uma equidiflferenca, quando o numero dos termos que dois 
delles entre 5i comprehendem é igual ao dos comprehendidos 
pelos outros dois; tres termos formam uma equidiflíerenca, 
quando os extremos distam do meio um igual numero deter- 
mos; dols termos consecutivos formam equidiflíerenca com 
outros dois tambem consecutivos. 

160 PfiDdpio — N'ima progressáo arühmetica, a somma 
dos extremos é igual á somma dos termos equidistantes dos 
mesmos eíítremos. 

Sendo a progressao 



teremos; 



A — íi==p — w, 
A — m = m--tt; 



- A.b .0 .d .m .p ,q ,r . 



e, por consequenciaj 



A + w = 6 + 
A + u = c + q, 



161 Principio — A somma dos termos de uma progressáo 
arithmetica é igual á semi-somma dos termos extremos mul- 
tiplicada pelo numero dos termos da progressao. 

Sendo a progressao 

-fA.6.í;.íi....p.g.r.ü; 

teremos 

S=:A + b + c + d+ ...+p + q + r + V, 

e tambem 

S=.\] + r + q+p+ ...+d + c + b + A. 
Sommando ordenadamente as duas igualdades, será: 

%^ = (A+V} + (b + r) + {c + q) + (d+p)+...+(p + d) + 

(q + c) + {r + b) + (\] + A), 

ou, por ser cada uma das parcellas fgual á somma dos extre- 
mos (160), 

2S-(A-f U) + (A + U) + ÍA + ü) + (A + ü)+... + (A + U) 
+ (A + U) + (A + U) + (A + U). 
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E sendo n o numero dos termos da progressSo, teremos: 
2S = (A + U}xn; 



d'onde se deduz 



o A + ü 



Exemplo: calcular a somnia dos Hprimeiros termos da 

progrcssáo 

+ 3.8.13... 

1 62 Príncipio — Para inserir n meios arithmeticos entre dois 
mmerosy divide-se a differenga entre esm numeros pelo nu- 
mero dos meios e mais 1 . 

Sejam A e B'os dois numeros dados, e D a razao da pro- 
gressáo, cujos extremos serSo A e B. 

Será(n.M58) 

B = A + (n+l)xD. 

d'onde sededuzirá: 

B — A 



D = 



n + 1 



CoroIIario — Se entre os termos consecutivos de uma pro- 
gressüo arithmetica se inserem meios arithmeticos em ntmero 
igualj a serie resulíante é ainda uma progressüo arithmetica. 

163 A fórmula do n.® 158, eslabelecida para o ultimo ter- 

mo de uma progressao crescente, ha-de ser escripta e enun- 

ciada ao contrario, quando respeitar a uma progressJo de- 

crescente, istoé: . , ^ 
U = A — (n — l)xD. 

EXERCICIOS 

I Formar todas as equidifferen^as possivel com os quatro 
numeros da igualdade 9 + 5=10 + 4. 

II PerguntandO'Se a um sujeito quantas libras tinha, rc- 
spondeu: o numero deltas é tal que o excesso éCesse numeró 
sóbre 7 é igual a quatro vezes o memo numero fnekos 52« 
Quantas libras tinha? 

Bastará resolver a equidiíferenca 

4xa?— 5Í = « — 7; 
aonde x representa o numero incognito de libra». 



Digitized by 



Google 



III A somtna de dois nnmeros é 20, e o excesso do triplo 
do maior sóbre o outro é igual ao excesso do quintuplo do 
menor sóbre o primeiro. Quaes süo os numeros? 

Represente-se por x o numero maior; o outro será 20— i. 
A equidifferenga seguinte exprimirá a analyse do problema, 
a saber * 

3 x¿r— (20 — ¿r) = 5 X (20 — 0?)— íF. 

IV Provar: que sommando ordenadamente duas ou mais 
equidifferenga^y ou suhtrahindo umas das outras^ se obtm 
igualmente uma equidifferenga. 

V Qual será o 13.® termo da progressáo -f 2.2f . . .? 
Será 

T=-2 + l2x? = ll. 

4 

VI Calcular a somma dos termos da progressao t 3. 7 . H . 
15.19.23.27.31.35. 

Será 

S = ^±^X9 = ?X9 = 171. 

VII Inserir 10 meios arilhmeticos entre 1 e 10. 
Teremos 

10 — i 9 
""iO + l~n' 

Logo, a progressao será : 

^ 20 29 38 47 56 65 74 83 92 m HO 
'ii'iril ii il'ii ii ii'ii'Tr* ii ' 

VIII Buscar a somma dos nnmeros inteiros atú n. 

íi + i 

IX Buscar a somma dos primeiros n nmmros ímpares. 
Én2. 

X Calcular o numero dos termos de uma progressáo ari- 
thmetica; conhecendo o primeiro termo, e o ultimo, e a somma 
dos termos. 
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XI Um viandante, que ha-de percorrer certa estrada, avan- 
fa cada dia 2000 passos mais que no diaprecedente. Pergun- 
ta-se: qual é o comprimento da estrada, e quantos dias gas- 
tará a percorré'la o caminhante; sabendo que avanganopri- 
meiro dia 3000 passoSy e no ultimo 49000. 

XII Um sujeito pagou uma divida em 20 mezes, em pre- 
stacdes mensaes ; o primeiro pagamento foi290 réis ; oiiltimo 
860 réis, e o excesso de cada pagamento sóbre o precedente 
eia constante. Qual era este excesso? 

XIII Sendo 50 o primeiro termo de iima progressao ari- 
thmetica, 90 o terceiro^ e 1990 o ultimo: qual é o numero dos 
termos da progressáo. 

XIV Determinar a somma dos primeiros cem termos de 
uma progressüo, cujo quinto termo é i,ie o nono 5,2. 
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CAPITULO III 

PROPORCSES, E PROGRESS0BS GEOHETRICAS 



§ 4.° Propor^ées 

164 Dir-se-ba qae uma razao ó inversa de outra, quaQdo 
aDtecedente de cada uma é o consequente da outra. 

Por exemplo: a raz3o 8 : 3 j é inversa de 3 j : 8; ou A 
: B é inversa de B : A. Assim, o producto de duas razoes 
iguaes é o qmdrado de cada uma dellas; e o producto de 
duas razoes inversas é a unidade. 

Proporfáo é a igualdade entre duas razoes geometricas. 

As duas razoes iguaes f e j formam a seguinte proporcao 
8 : 2 : : 12 : 3, que tambem se escreve | = f . 

Quando osmeios saoiguaes, a proporcao é contínua; e ao 
meio repetido chama-se meio proporcional ou geometrico. 

Na proporcao contínua elide-se um dos termos medios, es- 
crevendo á esquerda dos termos o signal -H- de proporgao 
contínua. 

36:i2::12:4,ou :f4: 12:36. 

1 65 Príneípio — Em toda a propor^ao o producto dos cxtre- 
mos é igiial ao producto dos meios. 

Seja 

. ^ A C 
A:B::C:D,ou- = -. 

Passando B para o segundo membro e D para o primeiro, 
teremos: 

AxD=BxC (i) 

Gorollarios. I Seaproporgáo é contínua, como-Trk : B : C, 
ou A : B : : B : C; meio proporcional é igiial á raiz qua- 
drada do prodmto dos extremos. 

Por exemplo : B = j/axC. 

II Cada um dos extremos de toda a proporgáo é igual ao 
producto dos meios dividido pelo outro extremo; e cadaum 
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dos meios é igual ao producto do% extrmos dkndido pelo 

outro meio. 

Gom eíFeito, se m igualdade (1) passarmos de membrOi suc* 
cessivamente, cada uma das letras, teremos: 

, BxC ^ BxC AxD ^AxD ^ 

Reclprocamente — Se o producio de dois numeros é igual ao 
de outros dois, todos quatro formam uma propor(üo. 

Com effeito : se for A X D = B X C, necessariamente será, 
passando D para o segundo membro e B para o primeiro : 

como se queria demonstrar. 

166 Prindpio — Em toda a proporfáo podem trooar^se 
os meios um pelo outro, ou os extremos; ao que se chama a/- 
ternar. Tambem se podem pór os meios em extremos e estes 
em meios; ao que se chama inverter. Finalmente^ podem^se 
permutar ou inverter os razdes* 

Com effeito, em todas estas transformagoes fica o producto 
dos meios igual ao dos extremos. 

Por exemplo, tendo a proporgSo A ; B : : C : D, será : 

A:C::B:D,D:B::C: A,B:A;:D:C,C:D::A:B, 

167PrliicipiosI — Em toda aproporcdosepodemmultipUcar 
ou dividir *por um mesmo numeró os dois aniecedentes, ou os 
dois consequentes ; ou um antecedente e o seu consequente; e 
tambem se póde multiplicar um meio e dividir o outro, úu 
multiplicar um extremo e dividir o outro, ambos por um 
mesmo numero. 

II Podem-se multiplicar ou dividir ordenadamente duasou 
muiías proporcdesj ficando os resuUados obtidos em pfopor- 

(00. 

Ifl Podem-se elevar dspotencias, ou extrahir as raizes áe 
um mesmo grau a todos os termos de nma proporgáo. 
IV A somma ou differen(a dos antecedentes deumapropor- 
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f 00 está para a somma ou differenca dos conseqtcentes, como 
qmlqmr antecedente para o seu consequente. 

Seja a proporgao f = § ; da qual se tira A X D =B X C. 

Addicionando aos dois membros o producto C X D, virá: 

AxD + CxD = BxG + DxC, 

ou 

(A + C)xD = (B + D)xC; 

d'onde resulta (165) 

^ = (i) 

B + D D . ' 

Pelo mesmo modo, subtrahindo o producto C X D de ambos 
os membros, obtem-se 

^ = ^ (2) 

B— D D ^ ^ 

Mas, se os consequentes forem maiores que os anteceden- 
tes, ha-de primeiramente inverter-se a proporgao. 

GoroUario í — Em toda proporcao asomma dos antecedentes 
está para a dos consequentes, como a differenga dos antece- 
dentes para a dos consequentes. Isto é : 

(A + C):(B + D)::(A-C):(B-D); 

que resulta immediatamente das proporgoes (i) e (2). 

Gorollario II — Em toda aproporgao a somma ou differenga 
dos dois primeiros termos está para a somma ou differenfa 
dos dois ultimos, como o primeiro termo para o terceiro, ou 
como segundo para o quarto. 

É que se prova, tomando a proporgao: A : B : : C : D; 
alternando-a : A : C :: B : D; e applicando-lhe o principio 
antecedente : 

A+B _ A B 
C + D"""G D^* 

168 Tres numeros sao em proporcáo harmonica quando 
a razao geometrica dos dois extremos é igual á das diíferen- 
gas entre cada um destes e o meio. Por exemplo: os tres nu- 
meros: 2, 3 e 6, formam uma proporgao harmonica, porque 

2;6::(3 — 2) :(6-3) 
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Em geral, B é meio harmonko entre A e C, se A : C : : 
(B — A) : (C — B), e a sua detenninacao é dada pela fórmula 

2xAxC 
^= A+C ' 

que se deduz da proporgao. A esta divisSo, do dóbro do pro- 
ducto dos extremos, pela sua somma, chama-se divisao har- 
monica porque encerra o principio da escala diatonica da mu- 
sica, isto é : da que procede por dois tons e um semitono. 

1 69 Principio — Em loda a serie de razóes iguaes, a somma 
ou a differenga dos antecedentes está para a somma oit diffe- 
renca dos consequenteSj como qualquer antecedente para o 
seu consequente. 

Sefor 

A:B::C:D::M:N:;P:Q:: 

OU 

A._iC_M_P^_ 
B~D~N"~Q~ ' 

teremos, successivamente (i67, IV) 

A±C C A+C M 

— == — = — , ou — =— = — : 
B±D D' B±D N' 

A±C + M M A + C + M P 

— — : nn r= — • 

B±D±N N' B±D±N Q' 

A±£±M±P^_P 
B±D±N±Q"" Q' 

Logo, é 

a + c + m + p+.. a c m p 
'b+d+n+q+..""b~d~"n~"q 

e 

B — D-N~Q...^B"~D~"N""Q 

principio fica pois demonstrado. 

Gorollarío — A somma dos antecedentes está paraadoscon- 
sequentes, como a differenga dos antecedentes está para a 
dos consequentes ; isto n'uma serie de razóes iguaes. 
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170 Progressáo geometríca é ama serie de numeros^ na 
qual qoociente da divisao de cada um pelo seu precedente 
é coDStante. 

Este quocieute cbama-se razáo da pn^[ressSo. Se a razSo 
é maior que a unídade, os termos augmentam e a progressáo 
é cremnte. Se a raiáo é meuor que a uoidade, os termos di- 
minuem, e a progressSo cbama-se decrescetite. Em cada um 
dos casos, cada termo da progressSo é meio proporcional en- 
tre que o antecede e o que o segue. 

Se todos os termos de uma progressao geometrica se mul- 
tiplicam ou dividem por um mesmo numero, os resultados for' 
mam progressao geometrica. 

Á esquerda do primeiro termo de uma progressao geome- 
trica se escreve o signal -ff , como vé nos exemplos segulntes: 

•H 2: 4 : 8 ; 16 : 32 : : 128 : 256 : (raz2o = 2); 

•Jf 720 : 360: 180 : 90 : 45:22^:117: 5^:... (razáo = i). 

Sao estas series duas progressoes geometrlcas, a primeira 
cresccnte, a outra decrescente. Léem-se as progressoes geo- 
metricas como as aritlimeticas. 

171 Prlncípio — ultimo tertno de uma progressao geome- 
trica é igual aoprimeiro, multiplicado pela razáo elevada á 
potenciaj cujo grau é igual ao nuniero dos termos queprece- 
dem ultimo. 

Seja a progressao 

^A:B:C:D:M:N:P:R:U. 
Sendo Q a razao, teremos: 
B=*AxQ,C=^BxQ,D«CxQ,M = DxQ,N = MxQ..., 
isto é: cada termo é igoal ao producto da raz3o pelo preee- 
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dente. Substituindo agora o valor cada termo na expressao 
do seguinte, teremos^ successivamente: 

B = A X Q = ao primeiro termo multiplicado pela razao; 
C = BxQ = AxQxQ = AxQ* = ao primeiro termo 

muitipiicado pelo quadrado da razáo; 
D = CxQ = AxQ^xQ = AxQ^ = io primeiro termo 

multiplicado pelo cubo da razáo; 
M = DxQ = AxQ5xQ = AxQ* = ao primeiro termo 
pela quaria potencia da razáo ; 

U = RxQ = AxQ7xQ = AxQ*=«ao primeiro termo 
pcla oitava poteacia da razao. 

Logo, ullimo termo U da progress3o é igual, ao producto 
do primeiro termo pela razao elevada á potencia, cujo grau 
é numero dos termos precedentes, isto é: 

U = AxQ»-V 

sendo n o numero dos termos da progressao. 

Corollario — primeiro termo de timaprogressáo geomelri' 
ca é iguai ao uUimo dividido pela razüo elevada á polencia, 
Ciijo grau é igual ao numero dos termos que seguem o pri- 
meiro, ou queprecedem o tiltimo; porque sendo 

U = AxQ»-^ 

necessariamente será 

E tambem poderiamos ter demonstrado éste corollario, imi- 
tando a demonstrafao do principio. 
Exemplo I — Calcular o 12.® lermo de progressáa 

4^2:6: 18: ... 

Eiemplo II — Determinar o 1d.* termo daprogressáo 

^ 24 : 12 : 6 : . . . 

172 A respeito de umaprogressaogeometricápodémoses- 
tabelecer: que quatro termos consecutivos formam propor(?ao; 
que tres termos consecutivos formam proporcSo contínua; que 
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dois termos consecutivos formam proporcao com outros dois 
tambem conseciitivos; que dois termos quaesquer formam pro- 
porgao com outros, que distem entre si o mesmo numero de 
termos que os primeiros; que tres termos quaesquer, com a 
condigao de que os extremos distem igualmente do medio, for- 
mam uma proporcao contínua. 

173 Prlnc ipio — Oproducto do primeiro pelo ultimo termo de 
tma progressao geornetrica c igual ao producto de cada dois 
termos igualmente distantes dos extremoSy ou igual ao qm' 
drado do termo medio, se o numero delles é ímpar, 

Sendo a progressao 

^A:B:C:D:M:N:U: 

teremos 

íAxU = BxN, 
6 por consequeocía, < A x U = M x C, 
(Axü = D2. 



174 Princípío — Oproducto dos termos de umu progressáo 
geometrica é igual á raiz quadrada do producto do primeiro 
termo pelo ultimo, elevado á potencia ctijo grau é igual ao 
numero dos t'ermos. 

Seja a progressao 

^A:B:C:D:M:N:ü. 

Teremos 

P = AxBxCxDxMxNxU, 

e 

P = üxNxMxDxCxBxA; 

por consequencia, 

F = (A X ü) X (B X N) X (C X M) X (D X D) X (M X C) 
x(NxB)x(UxA), 

OU 

P2 = (AxU)« 
Logo 

P=V^(AXÜ)n^, 

que demonstra o principio. 



A__ N \ 
B "~ U 'I 
A_M í 
C ~ ü7 

D"" ü'l 
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Exemplo — Delerminar o produclo dos S prinieiros íennos 
daprogressáo-rri : G : i8 : . . . 

175 Principio — Para inserir n meios geometricos enlre 
dois numeros dados, divide-se o maior pelo oiUro, e extralie' 
se do quociente a raiz, cujo grau é igual ao numero dos meios 
e mais uma unidade. 

Sejam A e B os dois numeros dados, e Q a razao da pro- 
gressao, cujos extremos serao A e B. 
Será(i71): 

B = AxQ"H-i; 
tfonde se deduzirá _ 

Coroliario — Se entre os termos consecutivos de uma pro- 
gressño geometrica se inseremmeios geometricos por igual, a 
serie resnltante é uma progressáo geometrica. 

Exemplo I — Inserir 5 meios proporcionaes entre 2 e i458. 

Exemplo II — Inserir 4 meios proprocionaes entre 24 e "l-. 

176 Principio — A somma dos termos de uma progressüo 
geometrica é igtial á differencn entre o primeiro termo e o 
producto do uUimo pela razáo, divididapela differengaentre 
aunidade e arazáo, 

Sendo a progressao 

^A:B:C:D:M:N:P:R:U; 
esla poderá escrever-se como se segue : 

B^ 1) _M N P 

A~"B~c"'J)~M "~ N P H' 

Ora, dosta seric de razoes iguacs deduziremfis 

D-|-C + D + M + N + P-fB + U _U S — A _^ 
A + B + C + D+M + N + P+U"" R'*^" S-ü"" 

E d'aqui resultará, successivamente, 

(S-A)-(S-U)xQ, 
S — A = SxQ — UxQ, 
UxQ-A = Sx(Q~i), 
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se a progressSo é crescente, isto é: se Q > 1 ; mas se a pro- 
gressáo é decrescente, isto é: Q < 1, nesse caso será: 

A-UxQ = Sx(i — Q). 

Logo, na primeira hypothese, teremos: 

UxQ-A . 
^= Q-i ' 

e na segunda, 

„ A-UxQ 

logo, principio fica clemonstrado. 

Exemplo I — Calcular a somma dos 7 primeiros termos de 
progressüo-Trt : 6 : Í8 : ... 

Exemplo II — Calcular a somma dos 8 primeiros termos da 
progressaO'Trii : 3 : j : . . . 

177 Principio — Em toda progressSo geometrica a somma 
dos antecedentes estd para a dos comequentes como qualquer 
antecedente estápara o seu consequente) ou a differenfa dos 
antecedentes esld para a dos consequentes como um antece- 
dente para o seu consequente; ou a somma dos antecedentes 
está para a dos consequentess como a differenga dos antece- 
dentes está para a áos consequentes, 

Tudo se conclue immediatamente, escrevendo a progressao 
pelo modo seguinte: 



178 Progressáo harmonica é uma serie de numeros, na 
qual quaesquer tres termos consecutivos formam proporfao 
harmonica, como por exemplo: 

'2' 3' 4' 5' 6' 7' 8' 9' iO* 

EXERCICIOS 

I Sendo 8 : i5 = x : 12 e 2 : 8 = y : 6 X,x, cálcular 
valor de x. 
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Basla multiplicar ou dividir as proporcoes' ordenadameDte, 
e resólver a propor^ao resultante. 

II Formar todas proporfdes possivel com os numeros da 
igualdade 5 X 40 = 23 X 2. E como se reconhece se quatro 
nnmeros dados formam proporfáo? 

III Sabe-se que 23 medidas de trigo custaram 9000 réis, 
Qual serd a importancia de 32 medidas do mesmo trigo, pclo 
mesmo prego? 

Seja X a importancia pedida. É evidenle que ^ represen- 
tará preco da primeira por^ao de trigo, e que ^ será o da 
segunda; e entao, porque os prefos sao iguaes, teremos: 

9000 _ X 

IV Determimr dois numeros, cuja samma seja 84, e que 
sejam entre si como 7 para 8. 

V Determinar dois numeros, cuja differenga é 40, e que súo 
entre si como \ para \. 

VI Dispondo 13 caixas em fileira, lancando um grdo de 
trigo na primeira, dois na segunda, quatro na terceira, e do* 
brando successivamente o numero até d uUima; qual serd a 
totalidade dos gráos de trigo contidos em todas as caixas? 

VII Dados os extremos l e 13,625 deumaprogressáo geo" 
metrica com quatro termoSs determinar os meios. 
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CAPIT ÜLO IV 

COIPLEIENTO DO €ALCIL0 ARiTHMETICO 



LOGARITHMOS 

179 Quando se comparam duas progressoes: uma, geome- 
trica comecando por 1, a outra arithmetica comegando por 0, 
os termos desta sao os logarithmos dos termos correspon- 
dentes da progressao geometrica. 

logarithmo de um numero qualquer fica sendo inteira- 
mente arbitrario, isto é, perguntando-se: qual é o logarithmo 

5? nao se poderá responder senao depois de se estabelece- 
rem as progressoes, que hao-de constituir o systema a qoe a 
pergunta se deve reportar. 

Base de um systema de logarithmos é o termo da progres- 
sao geometrica, correspondente ao termo 1 da progressaoari- 
thmelica. 

É evidentc que se podem formar quantos systemas deloga- 
rithmos se queira, vistoque sao arbilrarias as duas progres- 
soes que os constituem, sob a condigao de comecar por zero 
a progressao arithmetica e pela unidade a geometrica. 

Logo, um mcsrao numero póde ter differentes logaritbmbs, 
e a um mesmo logarilhmo podem corresponder differentes 
numeros, em diversos systemas de logarithmos. 

No systema de logarithmos, cuja base é 3, teremos: 

4v 1 : 3 : 9 : 27 : 81 : 243 : 729 : 2187 : 6561 : 19683: 59049: 177147 j 
^0.1.2. 3.4. 5. 6. 7. 8. 9. 10. 11)^ ' 
Log. 1 = 0, log. 3 = 1, log. 9 2, log. 27 = 3, log. 81 = 4, 
log. 243 = 5, log. 729 = 6... 

No systenia de logarilbmos, cuja base é 4, teremos: 

■H 1 : 4 : 16 : 64 : 256 : 1024 : 4096 : 16384 : 65536 : 262144 • • • • • 

•fO. 1.2. 3. 4. 5. 6. 7 . 8 . 9 ^ 

Log. 1 = 0, log. 4 = 1, log. 16 = 2, log. 64 = 3, log. 256 = 4, 
log. 1024 = 5, log. 4096 « 6. . . 

Comprehende-se pois : I que em todos os systemás delo- 
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garithmos a base tem sempre por iogarithmo a unidade, e que 
logarithmo da unldade é sempre zero; 2.'*, que, em dois sys- 
temas diversos, um mesmo logarithmo corresponde a dois nu- 
meros differentes. 

A base de um systema de logarithmos póde ser numero tn- 
teiro differente de l, fraccionario, ou incommensuravel. 

180 Princípío — logarithmo do producto de dois ou de 
muitos factores é igual á somma dos logarithmos dos fa- 
ctores. 

Sejam as progressoes de um systema qualquer 

^irA:B:C:D:E:F:G:H: 

■i^0.a»b.c,d.e.f.g.h 

teremos: 

a — o = c — &, eA:l::C:B; 

d'onde se deduzem as igualdades 

c = a-\-b e C = AxB. 

Ora, porque a, b e c, sao os logarithmos de A, B e C, a pri- 
meira igualdade dará 

log. C = log. A + log. B, ou log. (A X B) = log. A + log. B. 

Esta demonstracao é independente dos termos, que se to- 
maram para exemplo, nas duas progressoes. Busquemos ainda 
logarithmo do producto C X E. 

Porque 

logo, 

log. H ==. log. C + log. E, ou log. (C X E) = log. C + log. E. 

Quando os factores sao muitos, applica-se igualmente o prin- 
cipio. 
E com effeito, 

log. (M X N X P) = log. M X (N X P) = log. M + log. (N x P) 
= log.M + log.N + log. P. 

Gorollarío — Para achar o producto de dois ou de muitos nu- 
meros,^ addicionam-se seus logarithmos; e o numero corre- 
spondente a esta somma será o producto. 

10 
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Por exeinplo: buscar o producto de 64 por 4096 no syste- 
ma (B) (n.^ 179). Sommando o logarithmo de 64 com o de 
4096, obtem-se 3 + 6=9, que é o logarilhmo do producto 
64 X 4096 : logo, 262144 é o producto que se prooura ; pop- 
que é termo da progressSo, cujo logarithmo é 9. 

181 Príncipio — logarithmo de um quoeietUe é igual ao 
logarithmo do dividendo menos a do divisor. 

Com effeito, sendo D, d e Q, o dividendo, o divisor, e o 
quociente, teremos: 

D-=dxQ, 

e, por consequencia, 

Log. D = log. d+log. Q. 

Logo, 

log. Q='log. D — log. d; 

que demonstra o principio proposto, 

CoroUario — Para buscar o quociente de dois numeros, sub- 
trahe-se do logarithmo do dividendo o do divisor; e o num^ro 
correspondente a esta differenca é o quociente. 

Por exemplo : dividir 177147 por 2187, empregando o sys- 
tema (A) (n.** 179). Subtrahindo 7, logarithmo de 2187, de 
11, logarithmo de 177147, a differenga 4 será o logarithmo 
do quociente. Por consequencia, 81 será o quociente que se 
procura. 

182 Principio — logarithmo de potencia de um numero é 
igual ao producto do expoente da potencia pelo logarithmo 
d'esse ntmero. 

Porque, por exemplo, 

log. (A)" = log. (AxAxAxAx [n vezes]) 

«*log. A + log. A + log. A + l(^. A+ (nvezes) 

='nxlog. A: 

logo, principio flca demonstrado. 

Girollario — Para achar uma potencia de tm numero qual- 
quer, multiplica'Se o logarithmo d*esse numero peló grau da 
potencia; e o numero correspondente ao producto oM(h é a 
potencia que se busca. 

Por exemplo: elevar 16 á quaria potencia, ^pregiffido o 
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systema (B) (n." 179). Maltiplicando log. 16por 4, obteremos 
8: consequentemente (16) *== 68836, cujo logarithmo é 
producto 8. 

183 Príneipio — logarithmo de raiz de um mmero quaU 
quer é igual ao logarithmo d'esse numero dividido pelo grau 
da raiz. 

Com effeito, é evidente que 



Corollarío — Para extrahir a raiz de um numeto qmlquer^ 
divide'Se logarithmo éPesse numero pelo grau da raiz; e 
numero carrespondente ao quociente obtido serd a raiz que 
se pede, 

Por exemplo: buscar a raiz quarta de 6561, systema (A) 
(n.^ 179). Porque (log. 6561) : 4=2, e numero cujo loga- 
rithmo é 2 vem a ser 9 : segue-se que a raiz, que se pede, é 9. 

Escholfo — Do exposto se conclue immediatamente que as ul- 
timas quatro operafoes do calculo arithmetico poderao ser 
consideravelmente simplificadas por meio dos lagarithmos: 
porquanto, se essas operagoes sóbre os termos de uma pro- 
gress5o geometrica comecada pela unidade, podem simplifl- 
car-se pelo emprego de seus logarithmos, isto é : pelos termos 
correspondentes da progressao arithmetica comecadapor zero; 
evidente será que, se for possivel formar uma progressSo geo- 
metrica, que contenha entre os seus termos todos os nume-* 
ros naturaes desde 1 até 10, ou até 100, 1000, 10000, etc, 
etc, e outra arithmetica correspondente á primeira, calculo 
arithmetico ficará pois de tal modo facil que, para multiplicar 
ou dividir dois ou muitos numeros, bastará sommar ou dimi^ 
nuir entre si seus logarithmos, e para elevar qualquer nnmefa 




d'onde se doduz 




e, por consequencia. 




« 
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a uma potencia ou extrahir deile uma raiz, bastará multipU- 
car logarithmo d'esse numero, ou dividi-lo, pelo grau da 
potencia ou pelo da raiz.* 



TABOA ©E LOGARITHMOS YÜLGARES 

184 Taboa de logarithmos é uma reuniao de numeros in- 
teiros desde um até mil, dez mil, cem mil, etc., e de seus 
logarithmos correspondentes, do mesmo systema ; dispostos 
pelo modo mais adequado para que, sendo dado um numero, 
se possa achar immediatamente o seu logarithmo e inversa- 
mente. 

Consideraremos especialmente o systema que resulta das 
progressoes: 

^ i : 10 : 100 : 1000 : 10000 : 100000 : 

■^O. i . 2 . 3 . 4 . 5 

Este é unico systema de que se faz uso : sua base é 10, e 
seus logarithmos sao denominados ordinarios ou vulgares, e 
tambem de Briggs, por ser quem primeiro os empregou. Com- 
parando as duas progressoes, conclue-se que os logarithmos 
das potencias de 10 sao sempre numeros inteiros ; que os lo- 
garithmos dos numeros comprehendidos entre 1 e 10 sao 
maiores que zero e menores que 1 ; que os logarithmos dos 
numeros comprehendidos entre 10 e 100 sao maiores que i 
e menores qiie 2 ; que os logarithmos dos numeros compre- 
hendidos éntre 100 e 1000 sao maiores que 2 e menores que 
3, isto é : 2 e uma fraccao, e assim successivamente. Por con- 
sequencia, os logarithmos dos numerosousao/racfoesouww- 
meros inteiros ou numeros mixtos. 

Caracterisca, ou caracteristica de um logai ithmo é a sua 
parte inteira.* 

Mantissa de um logarithmo é a sua parte decimal (pois sao 
os logarithmos sempre calculados em decimaes).^ 

1 Vede Constancio e outros, e consullai os autores anligos. 

2 Termo latino, quasi geralmente adoptado ifor todos os mathema- 
ticos: nao usam delle os francezes. 
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A caracteristica do logarithmo de um mmero tem tantas 
unidades menos uma quantos os alqarismos d'esse numero. 

Por exemplo: a caracteristica do logarithmo de 4529 é 3, 
porque 4529 é maior que 1000 e menor 10000. 

É costume por-se um ponto entre as caracteriscas dos lo- 
garithmos e as mantissas, para que os iogarithmos nao se con- 
fundam com os outros numeros dectmaes. 

185 É cerlo que as progressoes precedentes sómente for- 
necem logarithmos para as potencias do 10: para obter loga- 
rithmos para os outros numeros, buscam-se primeiramente os 
dos numeros primos; porquanto as propriedades geraes dos 
logarithmos facilitam a busca dos logarithmos dos numeros 
composlos de factores. 

Procuremos o logarithmo 2, os de todas as suas po- 
tencias, dos produ^tos destas pelas potencias da base do sys- 
tema, e dos quocientes destas segundas pelas potencias de 2. 

Porque 2 está entre 1 e 10, calcularemos o meio proporcio- 
nal entre estes dois numeros, cujo logarithmo será o meio 
arithmetico entre e 1, isto é, 0.5; teremos entao : 

meio proporcional = y/lxlO = 3,162277, até milUonesimas, 
melo arilhmetico = 0,5; 
log. 3,162277 = 0.5. 

Agora, porque o numero 2 está entre 1 e 3,162277, o seu 
logarithmo estará entre e 0,5. Procuremos ainda o meio pro- 
porcional enlre 1 e 3,162277, e o meio arithmetico corre- 
spondente entre e 0,5, e obteremos : 

meio proporcional = 1 x 3,162277 = 1,778279, alé miUionesimas, 
meio arithmetico = , 25 ; 

por consequencia, 

iog. 1,778279 = 0.25. 

E porque o numero 2 está entre 1,778279 e 3,162277, bus- 
coriamos agora o meio proporcional entre estes dois numeros 
e meio arithmetico entre 0.25 e 0.5; e continuariamos pelo 
mesmo modo interpolando meios geometricos entre cada dois 
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mimero», que comprehendessem o 2, e mdos arithmetícos 
correspondentes entre os seus logarithmos respectivos. Depois 
de bastantes operac^es achariamos dois meios geometricos, 
nm maior que 2, e o outro menor, cuja differenca entre os lo* 
garithmos sería apenas uma fñillionesima, por exemplo; e en- 
tao logarithmo de 2 sería a parte commum dos dois loga- 
rithmos, sem uma miilionesima de órro. Obter-se-hia assim o 
logarithmo do numero 2. 

Para calcular os logarithmos das potencias de 2, bastaria 
multiplicar o logarithmo d'esse 2 pelos numeros 2, 3, 4, etc. 

Para obter os logarithmos dos productos do numero 2 pelas 
potencias da base do systema, bastaria ajuntar á caracterisca 
do logarithmo do dito numero tantasunidadesquantastívesse 
expoente da potencia da base, que fosse multiplicador. E para 
calcular os logarithmos dos quocientes das potencias da base 
pelas donumero 2, bastaria subtrahir os logarithmos destas po- 
tencias de tantas unidades quantas tivesse o expoente daquella 
potencia, que fosse dividendo. Consequentemente, obteriamos 
logarithmo do numero 2 e os de todas as potencias deste nu- 
mero, a saber: 4, 8, 16, 32, etc; teriamos tambem os loga- 
rithmos dos productos: 20, 200, 2000, etc, 40, 400, 4000, 
etc., etc, 80, 800, 8000, etc, etc; teriamos, emfim o loga- 
rithmo do quociente 5, os dos productos 50, 500, 5000, etc, 
25, 250, 2500, etc. 

Tratariamos depois de calcular o logarithmo do numero 3, 
pelo mesmo modo por que calculámos o de 2; e chegariamos 
a obter os logarithmos de todos os numeros formados pelos 
factores 2, 3 e 5. E buscando successivamente os logarithmos 
de todos os numeros, eescrevendo 1, 2, 3, 4, 5, 6, etc, etc, 
em columnas, com os seus logarithmos ao lado, formariamos 
uma taboa de logarithmos vulgares^ approximados até unida-» 
des decimaes de qualquer orctera determinada a-priori, 

186 A propriedade principal dos logarithmos vulgares é a 
que consta do seguinte 

PrlDcl^o— A mantissa do logarithmo de um numero qual- 
quer nOo mudaj quando esse numero é multiplicado oti divi- 
dido por uma potencia ds 10. 
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Gom efléito, 

log. (Ax40») log* A+log. (40«) = log. A 4- nxlog. 40=1í^. A+n ; 
log. (A : 40«)=s=log. A - log; (40") = log. A—nxlog. 40 = log. A — n; 

suppondo que 

40" < A, islo ó: que (A : 40°) > 4. 

Cordllário —Séwrfo conhecido o logarithmo de um mimero, 
e querendO'Se calcular o de outro numero 40, 400, 4000, 
etc, vezes maior ou menor que oprimeiro, basta addicionar 
d caracterisca do seu logarithmo, ou della diminuir, tantas 
unidades quantos sño os zeros do multiplicador, ou do dit)isor. 

DlSPOSiglo DA TABOA ÜE LOGABITHMOS DS CAUfiT 

Í87 Pela visao de um numero se reconhece a caracteriscá 
dosealogarithmo: nao se inscrevem pois na taboa as caracte- 
riscas dos logarithmos. 

A primeira parte da taboa é miíito simples; contém Os nu- 
meros naturaes desde 4 até 4200, ordenados em columnas, 
com os logarithmos respectivos, dispostos á direita em outras 
columnas. 

A segunda, e a terceira parte, s5omultomaiscomphcadasj 
contéem os numeros inteiros desde 1020 até 108000. A pri- 
meira columna, marcada com N, contém todos os numeros 
naturaes desde 1020 até 10800. A columna immediata, mar* 
cada com 0, fornece os logarithmos d'esses numeros ; de modo 
que a combinacao destas duas columnas fórma o seguimento 
da primeira parte da taboa, e dá immediatamente os logari- 
thmos dos numeros naturaes desde 1020 até 10800. E por- 
que, se um numero é decuplo de outro, os logarithmos de 
ambos téem uma mantissa commum, a reuniao das duas 
columnas N e 0, dá tambem de dez em dez os logarithfflo^ 
dos numeros comprehendidos entre 10200 e 108000, isto é: 
10210, 10220, 10230, etc, etc, até 107990. Para obteros 
logarithmos dos numeros intermedios, servem as columnas 
marcadas com 1, 2, 3, 4, ... até 9. Estas columnas contéení 
os ultimos quatro algarismos das mantissas dos logarlthmos 
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dos numeros terminados pelos algarismos, que estao na parte 
superior dellas. Por esta fórma, a columna l contém os qua- 
tro ultimos decimaes dos logarithmos de todos os numeros, 
maiores que 10200 e menores que 108000, terminadospor 1; 
a columna 2, os de todos os numeros, entre os ditos limites, 
terminados por 2; a columna 3, os de todos esses numeros 
terminados por 3 ; e assim, successivamente, até á columna 
9, que contém os quatro ultimos decimaes dos logarithmos 
de todos os numeros terminados em 9. Consequentemente, 
para se achar o logarithmo do numero 76854, por exemplo, 
abre-se a taboa e folheia-se até se achar na columna N o nu- 
mero 7685 ; percorrendo entao a linha horisontal, que nelle 
comega, até á columna 4, encontram-se nesta os quatro ulti- 
mos algarismos decimaes 6665 do logarithmo que se busca. 
Os tres primeiros decimaes acham-se na columna 0, e sao os 
algarismos do numero intervallado 885, que mais proximo se 
encontra, subindo. 

A ultima columna contém as di£feren?as de dois logarithmos 
consecutivos, e as partes decimaes dessas differengas, isto é: 
os productos dessas differengaspor • • • ¿- ^^^^ 

productos formam tantas pequenas taboas quantas as diffe- 
rengas, desde o ponto em que a'distancia entre as differencas 
permitte que essas taboas se desenvolvam. 

A taboa de logarithmos de Dupuis, segundo Callet, Vega, 
Bremiker, etc., nao differe essencialmente da taboa de loga- 
rithmos de Callet. A disposigao geral da taboa é tal qual a das 
duas ultimas partes da de Callet, que acabámos de descrever; 
esta principal differeuQa produz uma difficuldade, de pouca 
duragao, a quem pela primeira vez contempla a taboa de Du- 
puis, estando costumado á de Cailet. Contém as mantíssas dos 
logarithmos dos numeros desde 1 áté 100000; e é aadoptada 
para nosso uso. 

MODO DE USAR DA TABOA 

188 Probleraa — Buscar o logarithmo de nm mmero deci- 
wa/ menor que 100000. 
Seja 76807,753 o numero, cujo logarithmo se pede. 
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Diremos: 

togarithmo de 

76807 é 4.8854008, 

de 

76808 é 4.8854065 ; 

a differenga entre os dois, indicada na taboa, é S7 (unidades 
decimaes da setima ordem), e, por consequencia: admittindo 
que, entre limites pouco afastados, os logarithmos variam em 
proporoao com os numeros correspondentes; se á differenfa 

1 entre 76807 é 76808 corresponde a differenca 57 entre os 
seus logarithmos, á differenga 0,753 corresponderá a diffe- 
renfa x entre os logarithmos respectivos, determinada pela 
proporcao 

i : 0,753:: 57 

d'onde * 

¿r-: 57 x0,753. 

Na multiplicacao de 57 por 0,753, bastará tomar a parte 
inteira do producto, porque a parte decimal exprimirá, quando 
BQuito, decimas partes de unidade de setima ordem, isto é, uni- 
dades de oitava ordem, que se desprezam no calculo dos lo- 
garithmos. 

Para multipiicar 57 por 0,753, bastará addicionar os pro- 
ductos parciaes por 7,5 e 3, que se acham calculados na taboa 
das partes da differenca 57, coliocada debaixo desta. Á di- 
reita de 7 acha-se 40, em logar de 39,9, que sería o producto 
exacto; á direita de 5 está 29 em logar de 28,5 ; á direita de 3 
está 47 em logar de 17,1. No caso actual, porque 5 exprime 
centesimas, o producto correspondente será2,9, ao quai sub- 
stituiremos 3 ; e porque 3 exprime millesimas, o producto cor- 
respondente terá de ser dividido por 100, e flcará sendo 0,i7, 
que desprezaremos. 

Ovalor de x, 57x0,753, será, pelo que temos conside- 
rado, 43; e para termos o logarithmo que buscámos, será ne- 
cessario ajuntar 43 unidades de setima ordem ao logarithmo 
de 76807, do que resultará 4.8854051. 

189 Problema — Buscar o logarithmo de tm numero maior 
que 100000. 
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Seja 76607753 o numero, cujo logarithmo se buscá. 

logarithmo deste numero será evidentemente 7.8884081 ; 
porque sendo o log. 76807,733=4.8854051, o logarithmo 
do numero proposlo necessariamente será 7.8854051, vistO' 
que a mantissa dos logarithmos dos numeros nao depende da 
eollocacío da virgula, quando esses numeros sao flgurados 
igualmente, 

190 Probiemi — Buscaro logarithmo detmmmei'omenor 
qm 1, 

Supponhamos que é 0,8 o numero, cujo logarithmo se de- 
seja. 

Teremos, evidentemente: 

log. 0,5 =V. 5-^1 = 0.6989700 - 1 = ( i).6989700; 

logarithmo, cuja caracterisca é negativa ^diXímAx^^zpositíva. 
E para conseguirmos que o logarithmo do numero proposto 
seja inteiramente positivo, addicionaremos 10 á sua caracte- 
rísca, que produzirá 9'.6989700; querendo sígniñcar o 
gnal 0, que se affecta á caracterisca, que ella com^H'ehende dez 
unidades mais do que as que em verdade ibe pertencem. 

Supponhamos ainda que é o logarilhmo de 0,008 que se 
pretende. 

Será, necessariamente: 

log. 0,005 log. 5 - 3 = 0.6989700 - 3 = (3 ).6989700 =^ 7^6989700 
Igualmente: 

log. 0,00005=log. 5-5=O.6989700-'5=(5).698970O-=5'.698970O. 

Corollario — A caracteristica do logarithmo de tm numero 
decimal, menor que l^ é 9 unidadess ou 9 menos taníasvezes 
1, quantos os zeros que esse nimero tenha entre a virgula e 
primeiro algarismo significativo da esquerda; e a manlissa 
é a mesma que a do logarithmo do vaior absoluto do mesino 
numerOy abstrahindo da virgula. 

191 Problema — Determinar numero de um logarithmo 
negativo^ ou subtractivo. 

logarithmo dado é 

— 0.3010300 
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Sabe^se que 0»3010300 é o logarítbmo de % conseqtiente* 

meñte: 

- 0.3010300 ^log.y. 

Escholio — numero correspondente a um logaritkmo we- 
gativo é igual a um quebrado, cujos termos süo: a unidadey 
e numero correspondente ao mesmo hgarithmo tomado 
com signul positivo. 

Por exemplo: achar o numero corresponclente ao lognri- 
thmo 

^ 1.8880671. 

Sahe-se que 

1.8880671 «=»log. 77,280; 

por consequencia 

_,.8880671 =log.^=.log.^ = log.J|. . 

logo, 

^ 1.8880671 «log.^^. 

192 Quando é dado um togarithmo e se pede o seu numero ; 
se logarithmo está nas taboas, a busca do humero nío apre* 
senta difflculdades ; e basta ter bem na lembranca o modo por 
que se procede para achar o logarithmo quando o numero é 
dado, para se concluir o processo, inteiramente opposto, que 
se ha-de seguir, para achar o numero, quando é dado o seu 
logaritbmo. 

Trataremos pois sómente de procurar o numero de um lo- 
garithmo, que nSo está nas taboas. 

193 Problema — Procurar o numero de im lógarithmo naú 
inscriptQ nas tüboas. 

Seja 3.8870279 o logarithmo, cujó nimiero se pede. 

Abre-se a taboa, e folheia-se rapidamente em bQsca de 887 
entre os numeros intervallados da columna : busca-se pela 
mesma columna abaixo o numero 0279 ; mas, porque o pri- 
meiro numero que se encontra é maior, OS44, procura-se 
0279 na linha precedente, da esquerda para adireita. N3o se 
encontra 0279, mas 0262 e 0318, queocomprehendem; por 
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coi^queDcia, o numero, eujo logaritbmo é o dado, está com- 
prehendido entre os nnmeros 77095 e 77096; e é necessaría- 
mente igual ao numero 77095 c mais uma fracQao, correspon- 
dente á differenca 17, que é o excesso do logarithmo dado 
sóbre o menor dos dois numeros tabolares, que o compre- 
hendem. Para achar essa frat:?ao, estabelece-se a proporcSo 
conhecida: 

57:17:: l:.T, 

donde logo, o numero que se procura é 7709,3 

isto é: 

3.8870279 log. 7709,5 ^ . 

E porque á parte 17 da differenea 57 entre dois logarithmos 
consecutivos corresponde 3, isto é : na taboa das partes da 
dita differenca 57, será ~=— =0,03: consequentemente, 

3.8870279 = log. 7709,53. 

Supponha-se ainda, para bem se perceber esta prática, que 
se pede o numero, cujo logarithmo é 7' .8866957. 

Acha-se, procedendo como acima, que este logarithmo está 
comprehendido entre 8866937 e 8866994, que correspondem 
aos numeros 77036 e 77037. numero, quesebusca, épois 
77036 e mais a fraccao p, dada pela proporgSo: 

57: 20::l:a?. 

Agora, procurando 20 na taboa das partes da differen- 
Ca 57, acha-se 17, a que corresponde 0,3; e porque ainda 
fica excesso ^=¿)Xp, procura-se 30, que se n3o acha, 
mas toma-se 29, a que corresponde 0,5; do que resulta que 
^=w^^>^~^>^^' ^^S^» ^ numero, cujo logarithmo é 
7'.8866957, vem a ser 0,007703635; isto é: 
7'.886e957 = log. 0,007703635. 

APPLICAgAO DOS LOGARITHMOS AO CALCÜLO ARITHMETICO 

194 ProWema— Calcular a expressáo: 
rr = (y/l3572xi)' 
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TVPO DO CALCULO 

_ 2 í log. 13572--- 4. 1326439 
^ - J ^ I + C . 1 1 = 8^ 9586073 

3.0912512 
6.1825024. 



2.0608341 



GALGULOS SUBSIDIABIO 

(1.0413927) 

.. x2 
2 



e procurando nas laboas o numero, cujo logarithmo deve ser 
2.0608341, obtem-se immediatamente o valor de x. 
Problema — Cakitlar a expressáo: 



1865 X ^5021 X (0,5)^ 



Log.a? = log. 1865 

+ ^xlog. 5021 
o 

+ |xlog.0,5 



25xv/(0,03535 

TYPO 00 CALCULO 

= 3 . 2706788 
=0 . 6167984... 

= 9'. 7993132... 
= 8'. 6020600... 



+ C.log.25 
+ C . ^ X log. 0,03535 = 3 . 6290265 



.)• 



CALGDLOS SUBSIOIARIOS 



(3 . 7007902) 



9^ 6989700 
9'. 9498283 
' (1.3979400) 
1(8'. 5483894 
1 1 9'. 2741947 



5 . 9178769 



Tira-se o logarithmo de 1863, que é 3.2706788. Tira-se 
depois logarithmo de 5021 , que é 3.7007902, e divide-se por 
6 ; quocienle que se obtem é 0.6 1 67984, o qual se dispSe na 
coiumna da addÍQao. Em seguida, procura-se o logarithmo de 
0,5, que é 9'. 6989700, do qual se tira a sexta parte, que se 
multiplica por 4, para obter os gXlog.0,5=8'.7993132, 
que se dispoe na mesma columna. Tira-se mais o logarithmo de 
25= 1.3979400, cujocomplementoarithmeticoé9'.6020600. 
E, emfim, busca-se o log. 0,03535=8'.5483894, cuja metade 
é 9' .2741 947, que se multiplica por 5; delermina-se entao o 
complemento arithmetico do producto obtido, eescreve-sena 
columna geral esse mesmo complemento, que é 3.6290265. 

£ffeitua-se a addigao, e obtem-se a somma 5.91 78769, que 
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é log. X. Para determinar x, basta pois procurar o numero 
correspondente ao logaríthmo 5.9178369. 

Falta só explicar o modo pelo c[ual se effeftuam as operac5es 
parcíaes mais complicadas, a saber: 

~ X log. 0,5 e C . 5 X log. 0,03535. 

O M 

Para se dividir 9'.6989700 por 6, é necessario addicionar- 
Ihe 5 dezenas ; do que resulta 59''''".6989700, sem que o lo- 
garithmo mude realmente.de valor. 

Effeilua-se agora a divisao por 6, e o quociente que se obtem 
é 9'.9498283, porque | de 6 dezenas é exactamente tima de- 
zena. Depois, multipl¡ca-seoquoc¡ente9'.9498283por4, para 
formar os | de 9'.6989700; mas, porque 9'.9498283 tem nma 
dezeoa, o producto terá qucUro dezenas, e será 39"".79931 32, 
ou 9'. 79931 32, pela elim¡nac3o de tres dezenas. 

Para se dividir 8^5483894 por 2, é necessarío addicionar- 
Ihe uma dezena, do que resulta 18".8483894; e effeltuando a 
divisao, obtem-se 9'.2741947. MultipHcando por 5, o pro- 
ducto terá cinco dezenas, e será 46'"".3709735, ou simples- 
mente 6'.3709735, pela eliminacao de quatro dezenas. 

Finalmente, para obter o complemento arithmetico de 
6'. 3709735, é necessario considerar: que, sendo a caracte- 
risca 6 igual a 10 — 3 (n.^ 1 90), quando do numero inteiro 10 
se diminuir (10—3) ou 6', o resultado será 10 — (10 — 3), 
ou simplesmente 3. Logo, o complemento arithmetico de 
6'.3700735 é 3.6290265. 

195 Besumem-se pelo modo seguinte as regras para as ope- 
rafSes sóbre os logarithmos dos numeros decimaes, menores 
que 1. 

I A somma dos togaritkmosj cujas caracteriscas téem ie- 
zenas em excesso, tird tantas dezenas por excesso quantas 
as gue tenham todas as parcellas. 

Por exemplo: 

9'.80384S0 + 8^0032167 + 0.0270457 == 17''.5341074* 
7^5341074.. 
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II A differenga entre logarifhmos, cifjas caracteriscas 
téem dezenas por excesso, terá tantas dezenas em excesso 
qmntas o additivo tenha mais do que o snbtractiro. 

Exemplos: 

9'.S038450 — 8'.0032167 = 1.5006383; 8'.0032167 — 0.02704^)7 
= 18''.0032167 — 10^.0270457 = 7'.9761710; 
0.0270457 - 8'.0032167 = 10'.0270457 8'.003M67 - 2.0238290. 

Para efifeítuar o segundo exemplo fo¡ necessario addicionar 
uma desena ao termo subtractivo> que n3o a tinha; e porque 
este termo se tornou assim maior do que o outro» foi tambem 
necessario addicionar uma dezena ao menor/para tomar rea* 
lízavel a subtraccSo. 

No terceiro exemplo foi necessario addicionar uma dezena ' 
ao termo additivo, que nJo a tinha. 

III Multiplicando um logarithmo^ cuja caraclerisca tem 
uma dezena por excessn, por um numero intei$'o, obter'Se-ha 
um producto com tantas dezenas per excesso quantas as tmí- 
dades do multiptícador. 

Exemplo: 

8/.0032167 X 3 = 24'''.0096S01 = 4'.0096501. 

IV Dividindo um logarithmoj cuja caracteristica tem n (fe- 
zenas por excesso, por um divisor inteirOj obter-se-ha um quo- 
ciente com n vezes menos dezenas que o dividendo, 

Exemplo : 

9^50384.^0 : 2 = 19''.5038450 : 2 = 9^7519225. 

Para efifeituar a divisao foi necessario tornar o numero das 
dezenas em excesso, do dividendo, multiplo do divisor. 

APPLICAgAO DOS LOGARltHMOS Á GOMPARAgAO tOS ^UMEaOS 

196 PwMcma— Itesoíver a proporcáo seguintei 
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TTPt 00 CAieULO 



Log. X = ^ X log. 104 = 

«5 

+ ^xlog.4,5....=^ 
"^3^ j+C.log.ll = 



+ log.2,5... 
+ C. log. 108. 



CALCÜLOS SUBSIDIARIOS 



Problema — Calcular alguma das quatro quantidades tnco- 
gnitas de uma progressáo geometrica determinada. 

Primeiro termo log. A = log. ü + C . (n — 1) x log. Q ; 

Ullimo terrao log. U = log. A + (n — 1) x log. Q ; 

, ^ log.U + C.log.A 
Razao log. Q = -^ ■ — r—^ — ; 

H — 1 

A . log.U + C.log.A , . 

Numero dos termos. . . n = ; — h 1 ; 

log.Q 

Producto log. P = i x(log. U + log. A.) 

QUESTjlES SOBRE A THEORIA DOS L06ARITHM0S 

I Caracteresdoslogarithmosvulgares, esuaspropriedades. 

II Determinar a razáo entre os numeros correspondentes 
a dois logarithmoSj ciija mantissa é commum. 

III Detei minar a relacáo entre os logarithmos de nume- 
ros, qne formam proporcáo ou progressáo geometrica. 

IV Provar, praticamente, queás differenfas entre osnume- 
ros se approximam da proporcionalidade com as differencas 
entre os logarithmos respectivos; e que essa approximagáo é 
cada vez maior á medida qtie osnumeros váosendomaiores. 

V Que razáo ha para se addicionar sempre uma dezena 
ds caractenscas negativas, com oproposito de as tornar po- 
sitivas; e para náo Ihe addicionar 1, 2, 3, ou qualquer outro 
numero? 

VI Demonstrar que o logarithmo negativo de uma frac- 
fáo é igual ao logarithmo do numero reciproco, precedido 
pelo signal — . 

VII Porque razáo náo póde ser a unidade hase de um sys- 
tema de logarühmos? 
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ARITHMETICA APPUCADA 

UYRO I 

CALCÜLO DOS NUMEROS CONCRETOS 



CAPITULO I 
mumclQ 

197 Os numeros concretos dividem-se em complexos e m- 
complexos. Complexos sao os que contéem unidades de espe- 
cles differentes, dependentes umas das outras segundo uma 
lei determinada. Incoffiplexos sao os que exprímem unidades 
de onaa umca a^ecie. 

§ i.° Sjstemi aDtigo de medidas 

MEDroAS DE COWRIMENTO 

♦198. A unidade das medidas de comprimento era o palmo de cro' 
veira ou palmo críweiro. 
Havia as medidas seguintes, para intervaHos pequenos, a saber : 

pó = 12 pollegadas, A vara = 5 palmos, 

A pollegada = IS linlias, palmo f*^ 8 poUegadA«, 

A linha » 12 pontos ; A pollega4» » 42 Jinbas = A44 pootos. 

comdo tioha dois pés, on tres palmos avantajadoSj pois tinha cada 
palmo paais um quarto de pollegada, e o covado WU poUegadas. 

Havia pé da ribeira^ usado oo arsenal da mariBha, i^^GSS pal- 
mos eraveiros, menor que o pé ordinario, que tinha 1,5 palmos. 

Tambem havia o palmo da junta do commercio, menor que o cra- 
veiro, pois 91 palmos craveiros = 100 palmos da junta do commercio. 

A poUe^ada era coosiderada, igual a deáo e meiQ, e o dedo igual a 4 
graos de trigo postos em íileira : a pollegada; poís, era igual a 6 graos. 
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A toeza nautica linha 6 pés da ribeh'a das naus. . 
A vara e o covado dividiaro-se em 3 ter^as, 4 quartas, 6 sesmas e 
8 oitavas. 

Havia passo geometrico = 5 pés ou 7^2 palmos, e o passo ordina- 
rio = Vl2 pés. passo militar tem 26 pollegadas. 

As medidas itiaerarias eram as seguintes : 

A legua marinha, ou de 20 ao grau, que tinha tres milhas geogra- 
phicas; a milha geographica^ que tinha 842 bragas ou 5:612 pés; a 
legua de 18 ao grau, que tinha 28:059 palmos craveiros, ou 2:806 bra- 
^as, ou 3:741 passos geometricos. 

A legua dividia-se em 4 partes, ou quartos de legua. 

Os numoros seguintes: 4^ 3p" 5^ e 5^ 4^ 9w lO' sáo numeros com- 
plexos, que se léem assim: quatro varas, tres palmos e cinco poüega' 
das; cinco toezas, quatro pés, nove poüegadas e dez linhas. 



»199. As superñcies eram avaliadas em bragas quaáradas, varas 
quadradas, palmos e pollegadas, ou em leguas quadradas, mühas e 
passos, 

A braga quadrada continha 4 varas quadradas; a vara, 25 palmos, 
palmo, 64 pollegadas; a legua, 9 milhas; a milha, 708:964 bra^as 
quadradas. 

Nao havia medidas agrarias, rigorosamente determinadas : umas 
eram puramente lineares e empregadas na designa^ dos contomos 
das propriedades ruraes; outras eram realmente de superñcie ou qua- 
dradas, mas sómente de uso local (a). 

(a) Aguilhada é ama medida linear on vara de 18 palmos de comprimeDto » 6 ooradoi 
mdchos, empregada nos campos de Coimbra. 

Aguilhada de terra, medída de soperíicie, é am rectangulo com 60 agniUiadas lioeares 
deaUara e i de base. 

Bastim é medida linear ^ 100 passos ordinarios on 75 varas (Ribatejo.) 

Hastim, medida de saperlicie, com 300 varas de comprimento e 5 de largara oa 1:800 
Taras qaadradas (Ribatejo). 

Fanga de terra, medida de saperficie, é o tracto de terrenó, qae leva 4 alqaeíres de se- 
meadura. 

Geira, medida de saperficie, é o4racto de terra qae am arado póde layrar darante ora 
dia. No campo de Coimbra « 12 agoilbadas de terra; em oatras partes da Beira, é igoal: 
a 1 fanga, sendo de trigo; a 1%, sendo de cevada para sécco; a 2 fangas, sendo de ce- 
vada para verde; a Va fanga, sendo de centeio. 

Alqueire de terra, roedida de snperficie, é ama extensSo de terreno capaz de am al- 
qaeire de semeadora. No Minho repata-se qoe om alqoeire de centeio occopa 4€4 Taris 
qoadradas, oo 121 bra^as. Moio de terra é 60 alqneires. Na ilha Terceira, repota-se o al- 
qofire de terra em 100 bra^s quadradas. 

Vara e palmo, s3o : vara ordinaria e palmo craveiro, qae se empregam^ oa no tombo dds 
predios, ou na demarca(^3o dos terrenos para aforamentos, edifica^Ses, etc. 

N. B. A locn^So refere-se ao presente, qoando reepeita ás medidas ainéa hoje em Togt. 



MEDIDAS DE SUPERFICIE 
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Os numeros complexos seí?uintes: lO^'»- 4"*"-, B"^*»- 24P-fl- lOOw", 
léem-se assim: dez leguas quadradas e qmtro milhas; seis toezas 
qaadradaSj vinte e qmtro pés e cem poHegadas. 



MEDIDAS DE CAPACTOADE 
»200. Ainda hoje se usam as seguintes, a saber: 

MBBIDAS DR ARCO PARA SBCCOS UBDIDAS DE ABCO PARA UQUIDOS 

moio s= 60 alqueires. tonel sss 2 pipas. 

A fanga =■ A alqueircs. A pipa = 25 almudes. 

alqneire 4 qnartas. almnde = 2 potes. 

A qnarta ■=> 3 oitaTas. pote = 6 canadas. 

A oitava = 2 maqutas. A canada = 4 qnartilhos. 

A maquia = 2 selamins. qnartilho = 4 quarteirSes. 

Por exemplo : 3'^*"' l"^'" 18*''":, e SO**' 3^- sao numeros complexos, 
que se enunciam pelo modo seguinte : tres toneis^ uma pipa e dezoito 
dmiides; cincoenta moios, tres fangas e dois alqueires. 

tonel de carga dos navios contém 52 almudes. A capacidade das 
pipastambem é diversa, por exemplo: a pipa de Lisboa leva 25 al- 
mudes; a do Porto leva 21 almudes e 6 canadas, sendo para vinho, e 
21 almudes para aguardente ou azeite; no Douro, á porta da adega, 
a pipa de vinho lem 21 almudes e 9 canadas, etc, etc. 



DIVISÁO DO TEMPO 

•201. A unidade principal é o dia; as outras unidades do mesmo ge- 
oero sao : 

seculo= 100 annos; o anno= 12 mezes = 365 ou 366 dias; o 
mez = 28, 29, 30 ou 31 dias ; o dia = 24 horas; a hora = 60 minutos; 
fninnto= 60 segundos. E finalmente, a semana que tem 7 dias. 

Os annos téem commummente 365 dias; mas todos os annos mul- 
liplos de' 4, excepto os anños seculares náo divisiveis por 400, léem 
366 dias, e sao denominados bissextos, Nos annos communs, fevereiro 
tera 28 dias; nos bissextos tem 29. Os mezes de 30 dias sáo: abril, 
junho, setembro e novembro. Janeiro, margo, maio,julho, agosto, ou- 
tubro e dezembro téem 31 4ias. 

Este systema é adoptado «hi Portugal, e em muilas outras na^oes. 

Para certos usos commeíciaes reputa-se que o anno tem 360 dias, 
ou que é composlo do 12 mezes iguaes, de 30 dias cada um. 



PESOS 

*202. Tonelada = 13^2 quintaes; quintal = 4 arrobas; arroba = 3á 
arrateis; arratel — 1 libra e Vs = 16 onQas; a libra ■--= 1 marco e V2; 



Digitized by GooQÍe 



166 



marco = 8 on^as ; onga = 8 oüacas ; oitava = 3 escropulos ; escropuio 
=^ Vk frStos. 

Assim, 28@ 10*'* 3*'^ é um niiinero complexo, qoe so entmcia: 
28 arrobas, 20 arrateis, 10 ongas e 3 oitaTas. 

Os pesos dos pbarmaceuticos sao: libra=^it ongas; on^ = 8 
drachmas; drachma = 3 esa^opulos ; escropulo = 24 grdos, 

A tonelada de 13 '/2 quiataes é a tonáMa d» frete, equivalente ao 
peso de um cubo, cbeio de agua salgada, cujo lado é 4,17 pahnoscra- 
veiros. 

A tonelada de porte ou de arqueaqao dos natios eqnir^e a um cy- 
lindro, cuja altura é = 6 pés da ril}eira e diametro=:3 V2 pés. A 
capacidade d'esse cylindro é de 57^726 pés cubicos da ril>eira. 

A meia tonelada de porte equivale a um cylindro, cuja altura é igual 
ao da toñeladá, e cujo díametro é = 2 V2 pés da ribeira; sendo a sua 
capacidade =-= 29^45 pés cubicos. 

A tonelada para seccos equivale a 71 alqueires de trigo, e occupa 
no porao 71,51 palmos cubicos. A tonelada para liqüidosreputa-sede 
52 almudes (n.° 200). 

Ao arratel dá-se muilas vezes nome de lihra, Nas compras de cera 
e linho chama-se libra ao peso de dois arraleis. 

A libra mercatoria do commercio tem 15 on^as. 



MODO DE CONTAR PAPEL 

»203. Bala^ com 32 resmas; a resma, com 20 maos; a mao, com 5 
cadei^nos; cademo, com 5 ou 6 folhas. Ha resmas de 480 e de 500 
folhas : nas 20 maos de cada resma, duas ou tres sáo costaneiras. 



MEDIDAS PARA SOLIDOS 

»204. Pé cvbico^ palmo cubico, potlegada cuUca, etc. palmo cubico 
= 512 pollegadas; pé cubico = 1:728 pollegadas cubicas.. 

numero complexo 12'r<=,25P-',137™-'-, enuucia-se assim: 12 toezas 
cubicas, 25 pés, 137 poUegadas. 



V 

DiVlSÁÜ DA CiRCüMFEMENClA 

•205. A circumferencia divide-se ainda em 4 quadrantes; qua- 
drante, em 90 gi^aus; grau, em 60 mmutos; minutOj em 60 segun- 
dos. A circumferencia tem, pois, 360 graus. 

numero 85»32'5'',7 é complexo, e enuncia-se assim : 85 graus, 32 
minutós, 5 segundoSy e 7 decimos de um segundo. 
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*206. Marco = 8' hií^áí; cfúQa === í oitamt; oita^a:^ 7f ^^í*. 
Párá diaináTites sSo : 

A onga = 8 oitavas; oitava = 3 éscrápuioi; eífúropuio ¿^ 6 quúates^; 
quitdte = Ht grcíos. ' • ' 

Os diamantes, as esmeraldas, os rubis, ás ^^lrasl d p«ft$)lte é 
éostunife vendá*'etii-$'e por qtiltófes; ds' tapftitíoS, pat oítávaá. ' 

di'áMñtéá, qtie íódBth áei* poWtfof, aVáHáni-áé pelós qu!terté»(ítt« 
pésáíñ; mas o valor dos que excedetó üiñ quilatcí é íla razto dí» (}uéh 
drado do seu peso. Por exemplo: se o diamante, que teíil I qttttaíléi 
se reputa em 8¿¡000 róis, o que tíver 3 quilates valerá 8*000 x 9. 

Esta regra nao é fixa, pois o valor estimativo depende da pureza 
da agua do diamante. 

Pai*a tDque da oiro: 

MarcQ, com S4 ftíMes; qtálate, €om k grBos; com 8 oite^ 
vas, 

Esle é gráo de tei, qne nSp ^e ^confUndk-se eom o grao ádpesQ. 
Para o toque de prata: 

MctrcQ, cota 12 üf^rc»; dinkeiro, txm U ffr&as; grüo, com 4 
qtíartas, 

Quilate é o peso de oiro puro equivalente a V24 d« t^arra, Ppr 
éXemplo: fce divídíndo utna barra de oiro em 24 partes iguaes, 21 
desáas partefe^ s3o de oiro pnro e as .outras tt'es do metaes diversos» 
dlí-se qn'e oiro daquella barra é de «4 quitetes. Otro de 84 qnUatee 
é, pois, oirO '^ew ligu, m oivo pwr'o. 

DiiíMto é peso de -prata pu^ equivaleiiie a ^fn de uma harra 
quálquer. A prata de 12 dinbeiros nao «mtém li^, é fim OMfwra; 
^ de il dinbeiros contém V12 de liga, isto de inetaes inferiore». 



MEDIDAS ESPECIAES 

•á07. Ó carvao de cepa ou dé lenfia 'méña-sú e veínde-$e ás^tfcbas. 
j^j^cca para carvao é um sacco, qüe, 'estando vaslo, póde récfebéfr 
fflE|etemeate um cái'xliib (ie madeira, Toíl!áádb'pói* quatro rfegóas, dis- 
]g|»'rectangular)a^^ te m H^M dé álturá, «*»-,16 de lar- 

gura, Op™ j073 cle espessiirá; 

carvdo de pedra mede-sc e vent1e-se péír pipa. A pípa<=^'i^ fa^- 
flfíMi.fK f^fl^P' =\Mqueires cogulados . 

lt^/mncá!mM^ÍK mede-,se aós inbios de*60alqtieiresra- 
sps; mas, sendo em pedra ou virgem, >.nt5o'mede-se aós ttíóióís de 30 
aiqueírés, pbrque!p seu vólüme dóbra ¿epóis de extiücta. 
sal mede-se , ^'jj^ Áiioiós de 60 álqueíréf^. , , 
Dois mois 4e s^l'ií/iuivalem a uma tpiielaá^^ inéleza de frete; e qüatfo 
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iDoios contam-se por um lastro de Hollabda e dos portos do fialtico. 
Sendo velho, o sal tem maior peso, sob volumes igoaes. 

A pcUha mede-se aos pánnos: o panno tem 4 arrobas no Ribatejo^ 
mas 7 o^ 8 nos arredores de Lisbba. 

A altura dos cavalios mede-se peia quarta, que ó = 3^^V8 do palmo 
craveiro, ou por poüegadas. 

Cavallo de marca é o que tem a altura exigida para o servÍQO da 
cav^laria; a foarca é 54 pollegadas^ contadas desde a coroa docasco 
da mao até á agulba. Faca é todo o cavallo que tem menos de 7 quar- 
tasfleallura. 



•208. Tara é o peso da barrica, paneiro, sacco, eaixa oa ^ialquer 
capa onde a mercadoría está emballaáa>ou empaeotada. 

Peso bruto de uma mercadoria é o que ella tem conjunctamente com 
a capa ou involucro : peso líqmdo é o que tem sem o involuero. 

Tara Hquida é o peso do involucro. 
- 'Tara fixa é o que está convencionado abater-se ao peso bruto de mna 
mercadoria, pelo involucro, para náo pesar separadamente a merca- 
doria. 

Escoamento, quebra ou vertedura, é a dimiimigáo no peso ou na 
medida, qae se abona ao compradc»r em compensaQáo de alguma al- 
terac^áo do genero, das impurezas^ ou das adherencias ás paredes da 
vasilha em que está acondicionado ou por onde se mede. 

Chapéu ou capa é uma usanga do eommercio maritjmo, mórmente 
nos mares do norte ; é tanto por % (centoj sóbre o frete da merca- 
doriá, ou um tanto de cada volume. 

Foi propina do capitáo, a titulo de comprar capa ou capuz para se 
defender das neves e chuvas: mas hoje é appendice do frete, e per- 
tence ao armador do navio. 

Qommissao é a percentagem, que deduz o commissario, pelo facio 
de correr com algum negocio de outreni. 

Delcredere é o premio que recebe commercialmente o negociante, 
.q^ie abona outrem, pelo risco que corre por effeito da abonagáo. Este 
premio varia entro 1 V2 e 3 por ceuto, segundó a confian^a que a finna 
garantida merece a quem a aboua. Delcredere (del crederej é termo 
mercantil italiano, que significa — da abonagaOy ou do credito. 

Corretagem é a percentagenri que recebe corretor pelo negocio 
. concluido por sua intervencáo. 

Balanga é a despeza de posar as mercadorias na halanga púbUca ; 
guindaste, carena ou queremay é á de embarcá-lás e desembarcá-las 
, com o guindaste público, e a de recorrer ou eXaminar os cascos, bar- 
ncas ou caixas na esiacjáo ofíicial, para fazer cónstar que tudo está 
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bem acoQdicionado e estanco. Estas despezas é de costome serem íei- 
tas pelo dono da mercadoria, que se entrega. 

Armazenagem é o aluguer do armazem; quando a fazenda é arma- 
zonada á espera de venda, ou de ser expedida para outro ponto. Esta 
despeza é lauQada sóbre a íazenda. 



§ í.^ Sjstena legal de nedidis 

209 A unidade por excellencia do novo systema éometro: 
desta derivam-se todas as outras. Metro éadecimamilUonesi- 
ma parte do quarto do meridiano de París, considerado ao 
nivel do mar. Concluiu-se das medigoes efifeituadas que o quar- 
to d'esse meridiano tem 5130740 toezas (medida de Franca): 
logo metro = 0^51 30740 = 4 43"",295936. 

A unidade principal das medidas de superficie é o metro 
quadrado; a das medidas agrarias é o are ou decametro qua- 
drado, que é o quadrado, cujo lado é= a 10 metros; a das de 
volume é o metro cubico, a que tambem se denomina stere 
no caso de servir para a avaliagao de volumes de lenha ou de 
madeiras de construccao; a das medidas de capacidade é o 
tro ou decimetro cubico; a dos pesos é o grammay que é o 
peso, no vacuo, de um centimetro cubico de agua distillada e no 
seu maximo grau de condensacao. 
" Eis como do metro se formam as unidades principaes das 
diversas especiesdemedidas. Na tabella seguinte mostram-se 
os multiplos e submultiplos das diíferentes unidades de me- 
dida. 
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quintal metrico é = 100 kilogrammas. 

A tonelada metrica é = 10 quintaes = lÓOO kilogrammas. 

Os multiplos e submultiplos das diversas unidades de mé- 
dida sao outras tantas unidades, que se adoptam segundo á 
medigao que se quer eífeituar, em proporgao com a grandeza 
de cada distancia, de cada superficie, volume ou peso. 

Por exemplo : nas HiedlííSes ñiúenfm adopta-se para uni- 
dade o küometro ; na agrímensura emprega-se o deeametro e 
hectometro; nas arles de precisao o millimetro; nas medi- 
foes vulgares o metro. 

As medidas legaes de comprimento, capacidade e peso, for- 
mam-se multiplicando as respectivas unidadesou dividindo-as 
petos numeros 2, 5, 10, 20, 50, 100, etc. 

Assim se obtéem: 

metro, o diiplo'metrop o meio decametro, o decametro e 
duplo'decamstro, — o meio metrp^ o duplO'decimetro e o 
decimetro; 

litro, duplo^litroy o meio decalitro^ o decalitro^ o dMplo- 
decalitro, o meio hectolitro, o heotolitro, — • o meio litro, o (kh 
plo-decilitrOi o decilitrOy o mei^decilitro, o (ÍHplO'CeiñiUtro 
e centilitro ; 

kilogramma, o duplo'kilogramma^ o meio inijfia^ram^ 
ma e o myriagramma^ o duplo'myríagramrna^ e 50 kito- 
grammas, — o meio kilogramma, o duplo'hectogrammú^i o 
hectogramma, , e o milligramm. 



DIVISÁO DA CIRCUMFERENCIA 

.210 Divide-se a circumlereíicia em 4 quadrantes, o qua- 
drante em 100 grau3, o gfdü em 10 niinutoSj minuto em 
100 segundos, A circumferencia tem pois 400 graus (^). 

A divisao antiga (n.^ 205) tem prevalecido contra esta, nao 
obstante a sua exeellencia recoiíhecida. 



TOQÜE Oü TITIÍLO DB METAES 

21 1 Chama-se toque ou tiPulo de uttía liga a raz3o entre o 
peso de oiro puro ou de prata fina, contido na ligá, e o peso 
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total da dita liga. Os graus de pureza sao 1 :000. Assim, dizen- 
do-se que o titulo de uma liga de oiro é 0,850, isto signiftca: 
que em 1000 partes da liga ha 850 de oiro puro. 



MOEDAS PORTÜGUEZAS 

212 Moeda real é a peca de oiro ou prata em circulaQao, 
com toque, o peso e o cunho decretados no paiz aonde é 
batida. 

Moeda imaginaria, idéal ou de conta^ é a que se usa nas 
contas, mas á qual nao corresponde uma pega real. Por exem- 
plo : mü réis era antigamente moeda imaginaria ; pois nao ha- 
via pegas de mil réis, e a conta de qualquer porcao de mil 
réis era feita com pecas de moeda de 480 réis e seus minimos; 
ou com pegas de outro valor. Porém, agora, mil réis é moeda 
real e moeda de conta. 

A unidade imaginaria da moeda portugueza é o real (plu- 
ral — réisj; a unidade real e principal é a pe^a de mil réis. 

Moeda de cambio é a unidade monetaria, que se emprega no curso 
dos cambios, isto é, na iroca de quantidades monetarias de uma nagáo 
pelas de outra. 

Portugal, nas suas operaQoes cambiaes com a Inglaterra, emprega 
uma só unidade : — mil réis. 

A Inglaterra, nas suas opera^Ses cambiaes com a Franga, dá a li- 
bra esterlina por unidade cambial; com Portugal, dá o dinheiro ou 
pennique, que é da libra esterlina 1/240- 

A Franca, nas suas operaQoes de cambio com a Inglaterra, emprega 
como unidade cambial um numero variavel de francos e centimos ou 
centis; com Portugal, emprega escudo de 3 francos. 

Exemplos: quando se diz em Lisboa — «0 cambio sóbre Jjmdres 
está a 52», este dizer significa: «que l;íí000 réis de Lisboa valeni 52 
penniques em Londres»; sendo termo li^OOO réis constante. 

Quando se diz em Lisboa — «0 cambio sóbre Paris está a 600 
quer-se dizer: — «que 3 francos sóbre Paris valem 600 réis em Lisboa»; 
sendo constante termo 3 francos. 

Quando se diz em París: — «0 cambio sóbre Londres está a 25 fran- 
cos'yy equivale a dizer — «1 libra eMerlina de Londres vale 25 francos 
de Paris»; e termo 1 libra é constante. 

Moeda banco, e moeda corrente. Nas pra^as commerciaes, aonde cir- 
culam moedas metallicas de diversas nacoes/ha estabelecimentos bau- 
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carios, que as trocam por moeda legal do paiz, ou por um titulo equi- 
valente. Agio, é o excesso da moeda cmrente sobre a moeda banco : 
desconto, é, pelo contrario, o excesso 4a fnoeda banco sdbre a moedá 
corrente, Por exempló : se um banco dá £ 100 por £ 104 em moeda 
correnle, diz-se que o agio da moeda banco é 4 por cento; se o banco 
dá 100 francos por 96 francos em moeda corrente, diz-se que a moeda 
banco tem 4 por cento de desconto. 

Caixa é um termo commercial, que exprime moeda real, notas de 
banco, e quaesquer outros titulos que tenham eurso como dinhetro. 

Especie, ou effectivo, exprime nomeadamente moeda metallica. 

»213. As moedas portuguezas, cujos valores sáo raultiplos ou sub- 
multiplos da unidade principal e real, sáo as seguintes : 

2i^000 réis, 5Í1000 réis, 10^000 réis, em oiro; 

500 réis, 200 réis, 100 réis, ^O réis, em prata. 

As moedas de cobre sáo lavradas na razáo de 360 réis o arratel. As 
moedas de oiro devem ter o toque de 916 2/3 de oiro fino por 1^000; 
sendo reconhecida como legal a tolerancia de 2 por 1:000 em peso e 
em toque. 

As moedas de prata devem ser do loque de 916 2/3 de prata fkia 
por 1:000; e é admittida a tolerancia de 3 por 1:000 em peso, e de 2 
por 1:000 em toque. 

toque de 0,916 2/3 representa 22 quilates de oiro e 11 dinheiros 
de prata. 

Ninguem é obrigado a receber mais do que 5^000 réis em moedas 
de prata. 

Alem das moedas deste systema, ha outras que andam em giro; e 
sao as seguintes: 

Em oiro, as pegas ou dobras de 4 escudos; as meias-pegas, ou meias- 
dobras de 2 escudos; os soberanoSj ou libras esterlinas, os meios 50- 
heranos, ou meias líbras. 

Em prata, os cruzados novos; os m^ios cruzados, ou doze vintens; 
os seis vintens; os tres vintens; e tambem as coróas de 1^1000 réis. 

A circulagáo destas moedas de prata foi, poréái^ mandada cessar 
ha muitos annos. 

•214. Determinar par de uma moeda estrangeira, é fíxar valor 
que ella tem relativamente á moeda portugueza, 

Para isso é necessario saber : que a moeda, fóra dos estados aonde 
é batida, representa sómente como m£tal em barra, 

Determinar par do cambio com uma praga estrangeira, é fixar 
valor da moeda cambial dessa praga, correspondente á moeda cambial 
portugueza, 

Para fixar par da moeda, basta saber seu peso e seu toque ou 
finura; conhecendo prego do oiro e da prata, os quaes téem sido 
determinados pelas seguintes leis, a saber: 
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PMBCO BO OiRO EM BARRl POR OITAVA 



Lns 


DB M Vs 
DOS ODAIT^ 


DE 38 DB LBI 


DB IS 
AOS BATBTOHiAS 


DB 24 PINO 


Do 1823 


1,9677,27 


1^800 


1^881,81 


1¿1963,&$ 


Del847 


1^793,75 


1,9925 


2j9012,5 


2^100 


0« ISSi 


1^880 


2,9018 


2^109,5 


2^291,25 



PREgO DAsPRATA EM RARRA POR MARCO 



LBtS 


DB iOd.^. 

DOS ODniVES 


DB 11 DA >OBDA 


DB 19 FTXA 


DeM68 


Z»m OB 5^590"%, 


0^090 


9^178,56 






7*736 


8^,55 






91^7^56 





Sxei^pk) l. Pixar opar da libra eitm-lmL, sabméo : que peso 
é 2'*'^ ,^SQ, eqmon0U toqm éo da mma moeda m 82 qailcAa. 
Será 

3016 X24a59?= 4492, 

isto é: soberano, como oiro em barra, equivale a 4í»492 réis. 

Exemplo H. Determinar o par do cambio entre Portugal e a íngta' 
terra. 

Sab©-«e: que a libra ésterlina tem 20 xelins; que o xelim tem 12 
dinheiros, pences, ou penniques, e que, por consequencia, a libra 
esteriina tem 240 penniques. 

Será «ntSo 4m__24e 

1000~ a;'0ua;==5d/„ 

isto é: YéU mtmi lAOOO fféis taaias vezes qnantas 260 pen- 
nique^ davar^ oontca* pdoniqnes, oujo vaior é l^fOOO réis. Logo, 

X = 531/3 penniques. 

(Cl^ama?^^ cárte da Kimda á 4alern)iaaQSo clo uutn^o das pcQas de 
moeda, que deve produair ^to |»90 de metal 

Por eijc^mpjo: qán^ da ly^aeda de oiro portugueza é na razj^o de 
17,735 milligrammas de piro padrao por ,p6^^ 4o iOétíOO réis, por i 
pegas de ^s^QOO r4i3, por ^ de 2^0 réi3, e por 10 (}e lílOOO réis; 
corte da moeda de prata é razao de 125 gi^aa^mas de prata padrio 
por 10 pegas de 500 réis, 25 de 200 réis, 50 de 100 réis, e 100 de ^ 
réis. 

As pe^a^ de moeda sao fyríes qu^audo s^hem.mais ^onad^em peso; 
sao febres ou falhas no caSQ ,qoiUra»rio.i 

* É corrap^So de faible. Desta fehre meda, Got'tes do Porto de 1372. 
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Todas as pe^as de BQOQda, no paiz em que $ao batídas, téem valor. 
' excedente ^ sea toque e peso* excesso represent^ a d$$peza do fa*^ 
brico^ e db^na^se hnma^em; o escesso «^e a braceagem cbama-sa 
senhoriajen^, 

»216. ©b^ervaj^. ííao ó a lei, senao o mercadq^eral; gue fixa » 
proporQsfe éptre q oiro e a prata. As variaQoes de valor dos dois me- 
taes ^ependém das vatía^es da sua abundanc^; $ a lei dieoe fíxar 
Qs valores m'opprcionaes dos naetaes jnonetarios, em barmonia com o 
imperio do mercado, para obrigar o arbitrio individaal. Para conse*: 
gíiir este repltado, os governos devem seguir o curso geral dos cam- 
bios; pDrque as^ operaQoes cambiag^ 4o mundo mercantil tendem'sem*' 
pre para o equilibrio dos valores, 

Por exémj)lo: pela jei de 23 de Jutho de tS^ os sob^aoos foram 
aflmittidQjB Gomo moeda pprtugueza, eos o valoí: de ^fi^téis; mas, 
porque o par do $oberano í¡so jara ei^tao siiperior a 4^007, é porque 
éHe nao valia mais de M170 réis, oon^iderado como moeda, repu- 
tamdo a etava por 1Í875 réis, (qae.era aitao o seu valor), resultou 
disso uma yertnrba^So tamanha no ;vaÍoif do oiró que as pe$as de 4 
oftavas e^&jnQeclas ie oiro drcaianfes .i2|m desappareeeBdo da cir- 
c^lacSo. 

Esta desordem durou oito mezes; e em 3 de margp de 1847 foi 
eíevadó o valor da péQa a 8¿000 réls, porque ge fixóü b vi^Iór'ao diTo' 
amoedad» ep ^fiOOO réis a oitava. f orém, devendo o sobepwp ^^ier 
41452 réis, ^m raí^ao d'esse pre^, as pe^s coptíBuaram a ser j^&i' 
radas com ^io^ p&ra expprtagao e p ara nsc^ ^x^isticos. 



I 3.^ Gonpan^io das vedidas dos dtis sjfsteiias | 

216 Asi inedidas ítfitiga^, com asjpaes abaíxo^ .caigpa-: 
ram as áo isystema legal, eram eu sao as jde Lisboa : a corapa- 
jp^gao entre as medidas legaes le as que fe ram usadts antiga -; 
H^ente emítodos os pontos de PÓ^Jugd, e efiinuitop estados 
éa Europa, está feitaifliMcíossontote m iivras espe^iaes, acMBft- 
postoB por diversos aiitdres, e mflií^^ bém elaboiaáos. ' 
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Pelas rela?6es existentes entre l*' e l»'* conclue-se a se- 
guinte 

Regrj^ — Para cmverter um numero dado de graus, minu- 
tos e segundos do systema sexagesimal em> graus, minutos e 
segmdos centcsimaes, basla mnltiplicar o primeiro por g^, 
pois producto será a expressao centesimal equivalente ; c 
para converter um numero dado de graus, minnlos c segun* 
dos centesimaes em graus, minutos e segundos sexagesimaes, 
basta multiplicar o primeiro por -^. 

Exemplo I — Converter em graus centcsimaes c suas subdi- 
visdes arco seguinte: 43°,, 25^, 21''. 

Multiplicar este numero por ^ é o mesmo que addicionar- 
Ihe a sua nona parte : para isso reduzam-se os minutos e os 
segundos a fracQao decimal do grau, dividindo-se esses numeros 
successivamente por GO; o que dará 43^,25', 33 ou 43^4225, 
cujanonaparteé 4^824722; e,porcousequencia, 43%,23'„21" 
será equivalente a 48^^247222 ou a 48^%,2V„72",22. 



TYPO DO CALCULO 



3 .00 




(60) segundos de T 



0,35. . .21'' em fraecao deciraal de 1' 



43»25',35.0 
1.35.00 
15.000 
30000 



(60).00 minntos de l'» 



0,4225. . .25^,35 em fraccao decimal de 







43,4225 |9__ Divisor. 
Nona parte 4,824722 1 Y~ Resto. 

48,247222 = 48«" 24' 72'',22; numero que se pedia. 

Exemploll — Converter 48íí^,24',,72'^22 em graus sexage^ 
simaes e suas subdivisdes. 

42 



Digitized by 



178 



processo é ínverso do preced^te. Eis o 



nPO DO CALCULO 



48«'-, 247222 
4»'-, 8247222 



Decima parle. 
Produclo por Vio- 



43^ 4224998 
60 



25^,349988 
60 



Minutos de 0,4224998 de 



20^,99928 Segundos de 0,349988 de l'. 
43»25'21'' Numero equivalente de graus sexagesiflíaes, »i. 
nutos e segundos. 

Probleina — Avaliar em graus, mimtosssegundossexagesi' 
maes os^deum quadrante; e converter em graus^ minutos e 
segundos centesimms o mimero resultante, 

ProHema— Que fracfáo de circumferencia é o a/rco de 
27^,47'„32''? 

Okscnrafito— N3o tendo prevalecido contra a antiga a divisao 
centesimal da circumferencia ; mas, considerando-se em alguns 
livros, e achando-se em instrumentos mathematicos a circum- 
ferencia dividida segupdo este novo systema, co»vem saber 
comparar os dois systemas e reduzir a cada um delles os ar- 
cos dados no outro. , 



REDUZIR UNmADES D'UIÁ ESPEOE A 0UTIIA DO MESMO 6ENER0 

217 llc^a — ftira converterou reduzir qualquer numero de 
unidades em outras de espede menor, muUiplica-se o dito 
numero pela relagao enire as duas unidades; e o producto 
obtido é numero de unidades menores que se procura. 

Por exemplo : para converter 3 toezas em péSj multiplica-se o nu- 
mero 3 por 0, porque 6 ó a relagao entre a toeza e o pé; e o producta 
18 é numero de péSj que se procura. 

Com efíéito^ é 3 toezas o mesriK) qm 3 vezes uma toezaj ou que 3 
vezes 6 pés: logo, 3 toezas equivale a 3 vezes 6, isto é^ a 18 pés. 

Proponha-se ainda : reáuzir 23 deeametros quadrados a de- 
cimetros, Multiplica-se 23 por 10000, porque 10000 ^zrelor 
cáo entre o decametro quadrado e o decimetro; e o producto 
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230000 ó immero de decimetros quadrados, que se deseja * 
obter. E na verdade, é 23 decametros o mesmo que 23 ve- 
zes um ^ametro, ou que 23 vezes 100 metros, ou que 23 
vezes 10000 decimetros, isto é: o mesmo que 230000 deci- 
metros quadrados. 

Regra — Para reduzir qhalquer rmmero de unidades a ou* 
tras maiores, divide-se o düo numero pela relacáo entre as 
duas tmidades; e o quociente obtido é o numero de unidades 
que se procura. 

Por exemplo: para redazir 18 pés a toezas, dlvide-se o numero IS 
pela rela^áo 6, e o quocieDte 3 é o numero de ioezas que se busca. 

1 18 

Com efiFeito, 18 pés é 18 vezes 1 pé, ou 18 vezes - da toezay ou — 
da toeza : logo, 18 yés equivale a 3 toezas. 

Igualmente, para reduzir a decametros quadrados 230000 
decimetros, dividiremos o numero 230000 pela relac9o 10000, 
e quociente 23 será o numero que se busca; porquanto 
230000 decimetros quadrados é o mesmo que 230000 vezes 
lo^ do decametro quadrado, ou do decametro, ou 23 
decametros. 

Corollario — Para indicar a reducgáo de qualquer numero 
incomplexo a unidades maiores d.a mesma especie^ basta in- 
dicar a divisao do dito numero pela relagao das duas unida- 
ies^ e escrever a letra inicial da nova unidade em logar da 
outra. 

Por exemplo, para reduzir 368' a graus, basta escrever as- 
sim^. 

Epara de qualquer numero incomplexo extrahir as uni- 
dades de especie maior^ é necessario effeituar a divisáo an- 
teced£n$e; o quociente inteiro mostrará o num^o das ditasuni^ 
dades maiores, e o resto representará unidades da espede 
dada. 

Por exemplo : para extrahir os graus ci)ntidos em 368' exe- 
cutar-se-ha a divisSo de 368' por 60; e resultará o quociente 
e^eoresto^ de l^ouS'. 

Igualmente, para extrahir os kilogrammas contidos em 
43598 grammas, executar-se-ha a divisSo do numero dado 
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'pela relacao 1000; e o quociente será: 43 kilogrammas cmo 
resto 598 grammas, 

218 Regra I — Para reduzir qualquer numsro complexoa 
incomplexo da sua infima especie, reduz-se a suaparte maior 
a unidades da especie immediatamente inferior, e ao resulta- 
do addiciona-se o numero de unidddes desta especie menor; a 
somma obtida reduz-se á especie seguinte, e ao resultado 
junta-seaparte desta especie menor^ e assim successivamente 
até que o numero complexo esteja convertído em incomplexo 
da sua especie infima>. 

Exemplo I. Reduzir a incomplexo da sua infima especie os mmeros 



complexos: 




35T-5P-8W- e 5Q10*-4V2°°^- 


TYPO 00 CALCULO 




5 Q10^-4V2"°^- 


6 pés de uma toeza. 


128 arrateis de um quintal. 


210 de 35T 


640 «^de5Q- 


^ unidades da especie seg. 


+10 unidades da especie seg. 


215 P somma de 35^ com 5^ 


650 somma de 5^ com 10* 


12 pollegadas de um pé. 


16 ongas de um arratel. 


430 


3900 


215 


650 


2580 P^»*^- de 215 pés. 


10400 de 650* 


+8 segunda especie menor. 


+4 segunda especie menor. 


2588 numero incomplexo. 


Í0404 numero incomplexo. 



Exemplo II — Reduzir a incomplexo da sua infima especie 
os numeros complexos : 

i4k.gr. 2h.gr.4gr.gdecigr.^ 29*^3 7"-3«**™- 

Estes numeros complexos sao compostos de unidades do 
systema decimal: a sua reducQao a unidades inferiores obtem- 
se escrevendo uns ao lado dos outros os numeros que repre- 
sentam as differentes unidades componentes, das maiores ás 
menores, occupando com zeros os iogares das unidades que 
faltem. 

Os numeros, que se buscam, sao os seguintes: 
142045^«^'9' , e 2903703*»"'™ . 
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Exemplo III — Reduzir a incomplexos da sua infima espe- 
cie os numeros complexos : 

É sabido que a relaQ5o entre duas unidades consecutivas de 
superficie é 100, e que entre duas unidades consecutivas de 
volume é 1000 : por consequencia, os numeros decimaes, que 
exprimem medidas quadradas, devem ser escriptos e enun- 
ciados por classes de dois algarismos ; e os que exprimem 
medidas cubicas hao de se-lo por classes de tres algarismos. 

Assim, teremos os resultados seguintes : 

{451..ar4ar£2c-ar 1450412*=-"- 

102'"i*5*'*^''"- = 10205'^®'=''"*i- 

4gdecam.c.35in3deciin. =^ 48035003'^«'''™ ''- 

Observacáo — Poderá seguir-se outro methodo, a saber: 

Reduzir cada uma das partes do num^ro complexo á uni- 
dade da infima especie, e sommnr os differentes resultados; o 
mmero incomplexo procurado será a somma obtidu, 

Regra II — Para reduzir qualquer numero complexo a in-- 
complexo, referido a uma designada especie de unidades do 
mesmo genero, reduz-se primeiramente á sua infima especie; 
e depois, reduzir'Se-ha á dita especie designada o numero 
incomplexo obtido, dividindo-o pela relacáo entre esta e a in- 
fimaespecie (217, coroU.). 

Exemplo 1—4^,*^ equivale a 104^^ e, por consequencia,a 
^ de um dia. 

ExemploII: 

l%k.)iu 4ta.iu. 5111. ^ I2408ut. » i2k.ut.^405 »s i24^'"S05 

Exemplo III : 

154h.ar. 25ar. ^c.or. ^ 1542504»«- = i64»»^2504= i5425«'-,04 

pmx. 9^,decim. ^Q<xntitíi. ^ 5094080^"'''° '^- == 5'n %094080 = 5094*'^''°-"'-,080 

. 219 Nas diversas reducQoes expostas nos numeros prece- 
dentes observa-se que as medidas do systema antigo produ- 
zem sempre calculos compiicados ; porque nao astáo ligadas 
por meio de relagoes simplos c em correspondencia com o sys- 
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tema de numeracao. Pelo contrario, e porque as unidadesme- 
tricas do novo systema de medidas sao subordina^as á lei de- 
cimal, resulta que a numeracao destas medidas é absoluta- 
mente a mesma que a dos numeros decimaes, como por exem- 
plo: 67^^',609 enuncia-se: sessenta e sete kilogrammas seis- 
centos e nove grammas, ou sessenta e sete mil seiscentos e 
nove grammas. Igualmente, para escrever frezewroí e setehe- 
ctares e 26 centiares, bastará considerar que o centiare é ^ 
do hectare; e, por consequencia, a expressao d'esse nume- 
roserá: 307^-*'-,0026. 

Ainda se observa nos typos expostos acima: que para con- 
verter tim numero qualquer de medidas Uneares em unidades 
de ordem immediatamente superior ou inferior, é necessario 
dividir ou multiplicar este numero por dez; e queseráneceS' 
sario dividir ou multiplicar. o numero dado por cem ou por 
mily segundo elle exprimir unidades de superficiej ou uni- 
dades de volume. Assim, 

32''-™,506 = 3^"" ,2506= 325^'«, 06; m^^km = i^^^-^-fimi^ 
= 12342<í«=»'"%75, etc. 

Esta faciiidade de qonverter umas em outras as subdivisoes 
de uma mesma especie de medida, peio simples transporte da 
virgula, é uma das mais preciosas vantagens do systema legal. 

Em razao desta propriedade reduz-se o calculo dos nume' 
ros concretos decimaes a um calculo de numeros inteiros; ge- 
ralmente simples e facil. 

Alem daquella principal e mais preciosa vantagem do sys- 
tema legal, a de ter a sua unidade príncipal como que gravada 
na terra, mae commum de todos os povos, nao é de menor 
consequencia; porque permitte que elle seja universalmeníe 
adoptado, sem se fazer cabedal de preconceitos de nacionali- 
dade: e fmalmente, a circumstancia de ser a mesma unidade 
tao flxa e invariavel como a propria terra, permittindo qíe 
ella possa ser recuperada ou rectificada lá nos seculos futuros,- 
é tambem assás attendivel ; pois só a tradiQao nao seria ba- 
stante para transmitti-la sem alteracaoao mais remoto porvir. 

metro-padráo de Portugal éNÍe latao. Depois de rigoro- 
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samente aferido pelo prototypo, existenteno conservatorio das 
artes e oíBcios de París, foi cuidadosamente guardado n'um 
cofre atreschaves, aonde igualmente estao guardadqs: um li- 
tro'padrao e um kilogramma'padráOy tambem exactamente 
aferidos. Os tres clavicularios do cofre, sao : o ministro das 
obras públicas, o director geral, e o superintendente dos pesos 
e medidas. 
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CAPITULO II 

OPERACOES SOBRE NUMEROS CONCRBTOS 
ADDigÁO 

220 Convem distinguir dois casos: oa os numeros dados 
para sommar sao complexos, ou sao incomplexos. 

Os mimeros incomplexos de uma mesma especie addicio- 
nam-se como se fossem abstractos. Se os dados sao de espe- 
cies differentes, reduzem-se todos a uma especie commum. 

Exemplo. Deseja-se sciber o numcro de varas quadradas de tcrreno 
de tres lierdades, cujas áreas sao: 

50'>'-q-j-65h-»'--f i503P'i- 
Da comparaQao^as medidas dos dois systemas, deduz-se : 

SO"^'-^ 5*0 X 4 yaras quadradas = 200^i- 
(j5h.ar. = 65 X 8264,462 varas quadradas = 537190'^'i-,03 

1503^^- ^ 1503 X de uma vara quadiuida == 135''i-,27 
100 * 

logo, nuniero pedido é igual a 53752o'^-,30 

Regra — Para addicionar mcmeros complexos dispdem'Se 
uns debaixo dos outros, de modo que as unidades de uma 
mesnm especie fiquem nUima columna-; depois addicionam-se 
successivamonte os numeros contidos em cada cohmna, CO' 
mecando pelos das iinidades de infima especie: se a somma 
contém nnidades de ordem ¡mmediatamente superior, reser- 
vam-se para ajuntar com as desta especie; no caso contrario 
escreve-se o resultado tal qual se tem achado. 

Exemplo: Sommar20^,'35^, 43^4- 34^, 46',, S5^^+24°„ 
38',, 44''+ 12^, 16',, 25", 
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TYPO 00 CALCULO 

20> 35' 43" 

34« 46' 55'/ 

24° 38' 44'' 

J12^ ^ _25^ 

90 (735) (167) 
logo, a somma é 92^,, 17',, 47". 



SÜBTRACíAO 

221 Nos problemas de siibtracQao, ou os numeros sao com- 
plexos ou incomplexos. Se sao incomplexos de uma niesma 
especie, subtrahem-se comosefossemabstractos. Se osdados 
sao de especies differentes, rQduz-se um deiles á especie do 
outro. 

Por exemplo: qual é o excesso de 20^ sóbre 400^ «'^? 

20<5 = li75''or.,040 
= 400^«'-- 

nnmero que se procura 775''9'' .040 

Rcgra — Para subtrahir im do outro dois numros comple- 
ocos, dispoem-se como para se addicionarem, escrevendo o 
menor dos dois debaixo do outro, e opera-se a subtraccao por 
parteSj comecando pelas unidades de infima especie. Se al- 
guma das subtraccóes parciaes é impossiveU ajunta-se ao nu- 
mero do qual se ha-de subtrahir o outro uma unidade da es- 
pecie immediatamente superior, e augmenta-se tambem uma 
unidade desta mesma especie ao termo immediato do numero 
subtractivo. 

Exemplos: 



1508*»«'^ 




180° 




15"- 29«^^ 3°"' 


654 


85 40 


15° 


25' 30°, 5 


8 31 


853 


64 85 


164 


34 29, 5 


7 28 1 3 



Pr<Alema I — Que idade tinha em 4 dejulho de 1866 unui 
pcssoa, que nasceu emll de novembro de 1838? . 

tempo que decorreu ató o nascimenlo 1838, 10, 17 
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Problema II — Newton nasesu em 25 dfe dezembro de 1642, 
e morreu em 20 de marco de 1727. Que idade tinha quando 
morreu? 

§!.° 
MLLTIPLICAfAO 

222 pi oblema mais freqiiente na multiplicagáo de nu- 
meros concretos é aquelle em que se pede o valor de certa 
quantidade, quando é conhecido o valor da unidade. Para re- 
solver este problema, miritiplica-se o valor da uñidade pelo 
numero representaote da quantídade, ctqo valorsepede. Seo 
multiplicador n9o designa unidades da especie daquella, cujo 
valor é o multipücando, reduz^se i^imeiramente a esta es- 
pecie. 

Os numeros incomplexos multiplicam-se como se fossem 
abstractos: as condicoes do problema determinam a especie 
do producto. 

Exemplo l—8e um quintal cmta 10 pe^as, ou dobras de oiro, hus- 
car custo de 10,5 arrateis. 

É preciso reduzir o muUipUcador á especie da unidade, cajo valor 
é muItíidicaDdo, isto é, a fraccáo de um quintcd: depois, o prodticto 
10,5 105 

10 X -— - = = 0,82 de uma pega será o custo pedido, que vem 
128 lz8 

a ser 6jí5560 réis. 

Exemplo II — Qual é o peso, no ar^ de oito litros de agua 

pura em sm maxima densidade; sabeñdo que um litro de 

ar pesa 1^^,299 (em certas condicoes), e que todo o corpo 

mergulhado em um flaido perde uma parte do seupeso igual 

ao de igual volume do fluido deslocado. 

223 Nas questoes qae se resolvem pela multiplicacao dos 
numeros concretos, o objecto de cada questSo é que deter- 
mina a especie das unidades do resultado : o fector desta mes- 
ma especie será o multiplicando, e nunca poderá tomar-se 
como tal outro factor, senao nos dois casos seguii^, a 
saber: 

1.^ Exempio: Calcular o producto 3", 8X2^2. 

Os dois factoree slo de uma mesmae^Gie; anbosentram 
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por igual na forma?ao do producto, e nenhum determina a 
especie deste, que vem a ser de um genero muito diflferente. 

A área de um rectangulo avalia-se mulUplicando a base 
pela altura do mesmo rectangulo. 

A área de uma figura plana é o numero^ > i i 
que exprime a razáo geometrica ou por 
quociente entre a extensao da figura e a 



da superficie que serve de unidade. a i)=3»,8, AB^a^a 

A B C D = 3'n,8x2'n,V 

rectangulo A B C D, que tem 3",8 de base e 2°*,2 de al- 
tura, contém2 vezes 3 metros quadrados, ou unidades de su- 
perñcie, mais 2 vezes 0,8 de uma uni(Jade, mais 3 vezes 0,2 
de uma unidade, e mais, emfim, 0,8 dosO,2 de uma unidade, 
isto é: 

A B C D = l-'-í- X (3 . 2) + X (0,8 . 2) + 
X (0,2 . 3) X (l"»"!-) X (0,2 . 0,8), 



ou 
ou 



A B G D = l"»"!- X [(3,8 . 2) + (3,8 . 0,2)], 
ABCD = l-í X (3,8x2,2), 



ou, finalmente, =836 vezes a centesima parte de um metro 
quadrado, isto é: A B C D=8™ ^36, (oito metros quadrados, 
trinta e seis decimetros). Logo, a expressao da área do re- 
ctangulo proposto é igual ao producto da base 3"*,8 pela al- 
tura 0"",2 do mesmo rectangulo : logo, o producto de 
por2"^,2 exprime metros quadrados; unidades deumgenero 
diverso das que exprimem os dois factores. 

2.^ Exemplo: Calcular o producto 4°»-9, 95X2™, 5. 

Consta producto que se procura de tres factores de uma 
mesma especie, os quaes entram todos por igual na forma- 
(j5o do producto; vindo este a ser de outró genero muito di- 
verso. 

volume de um parallelipipedo rectangulo avalia'Semul' 
tiplicando a área da base pela altura do mesmo paralleli' 
pipedo. 

Volume de um corpo é o numero que exprime a razáo geo- 
metrica ou por quociente entre a extensáo ou capacidade do 
corpo e ada unidade de volume. 
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parallelipipedo A B C D, E F 6 H, que 
tem: 3°* de comprimento, l^^jGS de espes- 
sura e 2™, 5 de altura, ou 4" S95 de base, e 
2'°,5 de altura, contém 2 vezes 3 metros cu- 
bicos, ou unidades de volume, mais 2x3 ve- 
zes 0,65 de uma unidade, mais 3 vezes 0,5 
de uma unidade, e mais, emfim, 3 ad=3", AB^nes. ae«2«,5, 
vezes 0,5 de 0,65 de uma unidade, ^«cd, efgh=3«-xi» 65k2-,5. 

istoé: 

AB CD ,EF G H= 1-«' x (3 x 2) + 1"- x 2 x (3 x 0,65) + 
X (3 X 0,5) 4- 1" « X 3 X (0,5 x 0,65) = l"-» x 
[3 X 2 X (1 + 0,6o) + 3 X 0,5 x (1 + 0,65)] ; 

OU 

ABCD,EFGH=^ x [3 x 1,65 X (2 + 0,5)] 
= l»-''x (3x1,65x2,5); 

ou, finalmente, igual a 12375 vezes a millcsima parte de um 
metro cubico, isto é: 

AB C D, E F G H = l^'^ S^?^ (doze metros cubicos, tresen- 
to^setenta e cinco decimetros). 

Consequenteménte, a expressao do volume do paralleli- 
pipedo proposto é igual ao producto da base 4™ <i,95 pela 
altura S"',^ do mesmo parallelipipedo: logo, o producto 
^'"xl^e^xS^S e producto de 4°»-9,95 por ^'^^S expri- 
mem metros cubicos; unidades de um genero muito diverso 
das que exprimem os tres factores do primeiro, ou os dois 
factores do segundo, 

Sao estes os dois casos excepcionaes, e muito singularesi 
que offerece a multiplicacao de numeros concretos. 

224 Regra I — Para multiplicar um numero complexo por 
um incomplexo, multiplica'Se este por cada uma das diffe' 
rentes unidades daquelle, e a somma dos productos parciaes 
será produvto total. 

Exemplo: Multipiicar 27 ^ 15^ 20'por 5. 

TYPO DO CALCULO 

27'» l^»* 20' 
5 

138«« 4»» 40^ 




Digitized by 



189 



Dispostos os numeros como na muUiplicacSo dos numeros 
inteiros, opera-se comecando pelas unidades de ordem infima 
do multiplicando : 20' x 5 = lOO', que se compoe de 1*^ mais 
40'; escre,vem-se os 40', e reserva-se 1** para addicionar ao pro- 
ducto seguinte. Continuando: 15^x 5 + l^, equivale a 76**, 
ou 3** e 4*"; escrevem-se as 4** no producto, reservando os 3* 
para ajuntar ao producto parcial immediato ; 27^ X 5 + 3* = 
138^ que se escrevem no resultado. producto buscado é 
pois 138^* 40'. 

Observa^áo — Funda-se esta prática sóbre a primeira regra 
do n.^ 63. 

225 Regra II — Para multiplicar um numero incomplexo 
por outro complexo; reduz-se este a incomplexo da unidade 
principah e multiplicam-se como dois numeros incomple- 
xos. 

Exemplo — Se^uma toeza de obra se paga por 6 libras, quanto hao* 
decustar^ 6™ ? 
malliplicador 5^ 2** 6» , reduzido a incomplexo da toeza, (pois 

390 

multiplicando ó o preQO de uma toeza,) serk,-^ x por conse- 

quencia, a questáo será resolvida pela applica^^áo da regra I, e te- 

remos: 

390 

6^» X (5T 2P- 6w ) = X — = 32i^-,5, ou « 32i-- 10-. 

72 

226 Rcgra III — Para multiplicar um complexo por outro 
complexo; reduzem-se ambos a incomplexos, e multiplicam-se 
como estes. 

Exemplo l^Calcular a área do rectangulo cujas dimensdes sao: 
8^-3»«-6w- e 4^- 2p°>- 5w- 

Reduzem-se ambos a incomplexos de uma mesma especie, a vara, 
por exemplo, e teremos: 



prodacto que se procura é pois 633^ pollegadas qnadradas. 




= 63350 X — = 63350 x 1^' : 



63350 
1600 
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Extrahindo agora as varas qnadradas e os palmos, que 633S0[)ol- 
legadas quadradas contéem, obteremos: 

39v.q. 9sop<^-'-, ou ao^-i- iip^-^m¿^^^ 

[ Logo, a'área do rectangulo proposto é igual a 39^- ^ 14^ 54wi* 

Exemplo II — Buscar o peso de uma barra de ferro, sahendo que 
ella tem 2^ 7w , e que cada pé da dita barra pésg, 3^ 2'™- i*- 

ExempialII— Sfe uma fanga de trigo pésa 2^^- 6 quanto 
hao-de pesar 3*^*i- e 8 selamins. 

Exemplo IV — Se em uma hora avanca um corpo de tropa 
5'''°,2, quantas leguas de 20 ao grau andará em 8* lO^ lO'? 

♦227 Do que temos visto, relativamente á multipiicagáo de comple- 
xos, podémos conciuir : qiie o producto se compoe do multipUcandOj 
assim eomo o multiplicador é composto pela sua unidade de especie 
principal; de modo qae, mhUtiplicar um numero qualquer por um nu- 
mero complexoj é mtUtiplicar o m/ultiplicando pela razao entre o nm/- 
tiplicador e a unidade principal do seu genero, 

*228 A appiicaQáo das regras propostas torna-se longa e laboriosa 
quando o multiplicador é um numero grande. meio de mais rapi- 
damente se obter o producto consiste: em decompor os diversos termos 
dos dois factores em partes aliquotas da unidade immediatamente su-- 
perior, isto é: empartes que sejam dipisores exactos (e simples), desta 
timdade, Eüe modo de moltiplica^áo tem por isso o nome de mulH* 
plicaqao por partes aliquotas. 

Exemplo l—Se n'um dia se tecem lO'^ 2p^ b^^"^- de certa fazen- 
da; quantas varas se hao de tecer em 92 dias? 

TYPO 00 CALCULO 

Qaanto se tece n'im día 10^ 2?» ^^"^- multiplicaDdo 

Numero de dias de Irabalho .... 02 multiplicador. 

Producto de 92 por iO^- 920 varas- 

Producto de í^a por i^ [92] suteidiark). 

2 ípor - 18 varas2palmos. 
Producto de 92 por 2p™ ou - de i^ < ^ 

(por - i8varas2palmos. 

o 

Producto de 99 por íp"*- * [ i8 varas 2 palmos] subsid. 

Ípor ~ 9varasipalmo. 
1 
por - 2varasipalmo4pollegadas. 
8 

Somma 968^ iP" 4w- Prod. 

\ 
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É sabido (n.<> 63) que para multiplicar a somma lo^ + 2p'» 
pelo numero 92, se ha de multipiicar lO^ por 92,2?'"- por 92,5^ por 
92, e sotnmar os productos parciaes. Ora, como 2^" é os ^ de , mul- 
tiplicar 2P" por '92, é o mesmo que multiplicar ^ de l^' por 92, ou to- 
mar os I a 92 varas. Emfim, coilio S pollegadas é 4w + iw , isto 
é : I de 1 palmo, e ma¡s|- da metade de um palmo; mulliplicara-se 
Sw- por 92, tomando a metade do producto por 1 palmo, e a quarta 
parte deste producto, e sommando os productos oblidos. Eis a razao 
do methodo seguido no caiculo do producto de lO^- ^p"- Sp»- por 92. 

Exemplo II — Cakular o prego de 20*- Vi ^ ^OO réis cada ttm. 



TYPO DO CALCULO 

Valor de um arratel 300 réis. Mulüplicando. 

3 

Numero dos arrateis 20 - Mulliplicador. 

4 

Valor de 20 arrateis 6000 réis. 

Valor de 1 arratel [ 300] subsidiario. 

2 1 

Valor de ou de - arratei 150 réis. 

4 2 

1 

Valor de - de arratel 7^ réis. 

4 

Somma 6225 réis. trodueio. 



A razao deste proc^sso é facH de perccíher. Para ínnltiplicaf 3tK) 

por (20 + 1)5 ^ preciso mullipíicar 300.por 20, raultipiicaf 300 por 

3 

¡^, e sommar depois os productos parciaes* Mas para mttltiptícar 300 

3 3 2 4 % í 

pof porque - = - póde multiplicar-se 300 por 4 óu ^ , é dé- 
pois por e sommar os productos obtidos: e finalmeute, piorque mul- 
tiplicar 300 por | é mesmo que dividir 3( por 2, e multlplicai' 300 
por 1" mesmo que dividir por í prodticto oblido por |; segue-sé 
que producto de 300 por 20^, se póde obter assim: multiplíaando 
300 por 20; tomáhdo a melade do produclo de 300 por 1; tomando 
ainda a metade dessa metade precedente, e sommando os resultados 
parciaes assim obtidos. 

Exemplo Ul-^Calcular a área do rectangulo que tem^'^' 3^- Sv^ de 
hase e 8^- 5?- 9?^" de altura. 
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TYPO DO CALCULO 

Base *. 5T. 3p¿8 8p°"*9 

AUara gr.^gp^^. 



Factores. 



' Producto de por 81" 40*^^ 

Prodacto de 8^ por ; [ 8^^ ] subsidiario. 

Producto de S*^- por 3p*», ou por Va*^ 4*^^ 

Producto de 8*^ por Ip^, ou por Vc*^ [ 1^** I^p^ ^ ] subsidíario. 

Producto de 8'^- por 8p°"^ ou 2/3 de 
ipé porVa í6p*«<í 

por V3 í6p*»i- 



Producto da base por 8*^ 44^^ 32?* 

Produf^ de 5^ 3^*» 8p»^ por l^- [ SF^ 2?p*» 1] subsidiario. 

Producto de 3p** 8p<*«9- por 5p*», 

ouVedelT. .....>^V6 33p*^ 96p<^<. 

(porVe 3T.n-26p^«i- 96p°'^ 'i- 

Producto de 3p*» 8p<>^ por 9p*>"*9 

ou V12 de IP* IP^^ V2 i^^' i^^" 

Ipor V4 8p*«i 60p<^ 



Somma 9p^*í- 84p»^ -«{^^ 

Exemplo IV—Calcular valor de 4''^*» ^''•^» 4'" de certo liqmdo, 
sabendo que um decalitro custa 3^ 12^^ IOp (e que = 20* e 1* = 
12p ) (n.« 214). 

TYPO 00 CALCULO 

Pre^o de 1 decaiitro 3"^ 12^^ 10^ Mulliplicando. 

Numero de decalitros 42<i«aiii. ^ut. Multiplícador. 

Producto de 42 decalitros por 3^ . 126^ 

Producto¿K)r l^ [ 42^ ] subsid. 

Producto por 10* ou Vb^ .... — 21^^ 

Producto por 2^^ ou Vs de 10 4^ 4* 

Producto por 1* [ 2"^ 2'] subsid. 

Producto por 6p ou V2 de l'^ l^ l'^ 

Producto por 3p 10* 6^ 

Producto por ip 3' 6^ 

Producto de 3"- 12* 10^ por VSH^ 19* 

Producto de 3"-- 12* 10^ por í^''.[ 3^ 12* 10^] subsid. 

Producto por 4"* ou Vio , 
deia^-T porVio 7* 3^75 

por3/io l^- 1* lOPVs 



154 8* IPV5 

N. B. Verificar este calenlo, reduzindo maUiplicando a peoDignes e formando pro- 
dnelo por k%k. 
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DIVISAO 



229 dividendo é o producto do divisor pelo quociente, 
por consequencia: 

1 . ° Quando o dividendo e o divisor sao de um mesmo ge- 
nero, e referidos a uma mesma especie de unidades, o quo- 
ciente será um numero abstracto, que exprimirá quantas ve- 
zes dividendo contém o divisor. Este será entdo o muhipli' 
cando; o quociente será o multiplicador. Nos problemas de- 
pendentes da divisáo de numeros concretos, o objectodopro- 
blema é que determina sempre a especie do resultado. 

2. ** Quando os dois termos da divisao s5o de generos di- 
versos, considera-se o divisor como abstracto, e será este o 
multiplicador; o quociente será da mesma especie do divi- 
dendo, e será o multiplicando^; reduzindo-se a operacao a di- 
vidir dividendo em certo numero de partes iguaes. Exce- 
ptuam-se os casos seguintes: em que o dividendo exprime 
unidades de mperficie ou de volume, e o divisor unidades /t- 
neares ou de superficie^porque entáo o quociente exprimirá: 
ou unidades lineares, ou de superficie, segundo os dados da 
questáo. 

problema, que geralmente se resolve neste caso é: deter" 
minar o valor da unidade de certa quantidade, conhecendo 
valor total dessa quantidade. 

«230 Regra I—Para dividir um numero incomplexo por outro, di- 
videm-se com^ se fossem ahstractos; e as condi^des do problema deter- 
minarao a especie do quociente, 

Exemplo — Sabe-se que uma fanga de trigo pésa 3 e pergunta- 
se num^ero de fangas que haverá em 7^ 

numero de vezes que 7^ contiver 3«"«* ,5, ou que 28^^- contlver 
3'^',5, será o quociente, o qual virá por isso a ser igual a 8^»- * 

•231 Regra n — Para dividir um nvmero complexo por outro in- 
complexOj divide-se cgda parte do dividendo pelo divisor^ e asomma 
dos quocientes parciaes será o quociente total. E tanibem se pód^ redu- 
zir primeiramene o dividendo a incomplexo da sua infima especie, 

ExemplOr-Sabe'Se que 4"'-,5 de certa substancia pesaram 2*^™''- lO"»" 
qumto pesará um litrof 
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TYPO DaCALOULO 

jaiTob. 4o»'6<'"t (Divideodo) 

jarrob. __. g^Ib. 



1. ° dividendo. 

2. ° dividendo. 

3. «^ dividenáo. 
4.odívidendo. 



garrob. £()lb,Q«M(. 



29 .0 

2 .0«'=32«"í- 



4,5 (Divíwar) 



iglb. 3wu 5/j 



38<"'s .0 

2 .0=16°^0 
2 .8. 



eBGUNDO MQDO 

Í190«s .O (Divideüdo) 
290 



|4>5 



I264«»^V9 
104 



16 
16»* 



74">'=^1184*'C' 20 .0 

1190*5 2 .0 

numero que se procura é pois 

l^\h. gonf. á/g, ou 16»- 8^9- 3«^ V«- 

»232 Regra Ül — Para dividtr um nui/nero inúomplexó por um cm- 
plexo, rééuz-sé o tmplexo ú incompl¿3óOy e dividm*s$ os ébis incm" 
pkam. 

Exemplo — Ca/cw/ar a relacño entre duaspe^as depannOj $abend¡o 
qtui.téem a mesma^ largura, e que uma tem 452^- eaoutru 10^-2^°' 



1 1 414 

452^ - : (lO^- iP^- 6ro ) = 452 - : ^ = 
4 ^ ■ 4 40 



1809 40 
. 4 414 



18090 
' 414 ' 



ntttnero qüe se ptocttfa é pois 43 

. *233 Regra IV— Para dividir dois numeros comptexos^ reduzem-se 
a incompíexos, e operase a divisao pela Reffra 1. 

Exemplo— Se um metro cubico de certo materialpés^iiO^ 3*'^*' 18''''; 
quantos metros cubicos haverá em ihó^- 3*^^ 27"' ? 



. 605.0.00 
.7020 
16720 
. 6 76000 
14120 
.7500 
2152 



moDocAieuLO 

2674 = 20^2 3«^- 18"»- 



7M.C 22edeciin.c 262««*^''=»7"'''^262(Í3 
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nümero qtte se procura é 7^y^W2S^, por cxcesso, sem um cén- 
timetro cobico de érro. 

•334 EaohoUo geraL X^Todo o oaloüo sóbre üümefos comptétos 
se coQverte immediatameme no de nameros incomplexoai rédozindo- 
se 06 complexos á unidade principal do seu genero. 

Foi que se observou em alguns dos exemplos precedentes. 

11 ^5 provas da addigao e da subtracgao ^xecutam-se como as das 
memas operagdes éóbre os mmeros incompleíúos. 

Para tirar a prota da mtUttplicagSo^ bastará muttiplicar os dois 
factores por nm mesmo numero; é o novo producto deverá ser igual ao 
primeiro, muUipUcado pelo quadrado d'esse num£7V. 

Para provar a divisao^ multiplicam'Se igualmente o dividendo e o 
divisor por um mesmo numero; e recomegando a divisao deve-se achar 
ainda o mesmo quoóiente. 



§3.« 

iXEYAgílO ÁS I^OTENCIAS 

23b As poteticias dos tiumeros concretos reduzem-se aoS 
qmdrados e aos cubos. Qmdrado de um numero concreto 
(o.*' 223) é a expressao da área de um quadrado, cujo compri- 
mento dos lados é expresso pelonumero concreto dado. Cubo 
de um numero concreto (n.° 223) é a expressao do volume de 
um cübo, cujo comprimento das arestas é expresso pelo nu- 
mero concreto proposto. 

A elevacao dos numeros concretos ás duas potencias, qua- 
drado e cubo, nao diflfere da multiplicaQao ordinaria. 



EXtHACgÁO BAS MIZÉ^ 

236 As raizes dos numeros concretes saO de dois graust 
quadradas e cubkas. Raiz quadrada do numero concreto, 
que é a expressao da área de uma stiperflcie, é outro numetd 
concreto, cujo quadrado é equivalente á superflcie proposta. 
Raiz cubica de um ntimeró concreto> que exprime o voltime 
de um solidoi é outro numero concreto, cujo cubo é equiva' 
lente ao solido proposto. As raizes quadradas extrahem-se 
sómente dos ntimeros concretos, que exprimem áreas de su- 
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perfides; as raizes cubicas extrabem-se dos numeros concre- 
tos, que exprímem volumes de solidos. 

237 Refn — Para extrahir a raiz quadrada a tm numero 
concreto, até unidades lineares de uma ordem designadaj 
faZ'Se que elle expríma unidades de superficie corresponden' 
tes ás da ordem dada; e considerando depois o numero pro- 
posto como abstracto, extrahe-se-lhe a raiz quadrada até 
unidades, a qual será o comprimento do lado do quadrado 
equivalente á superficie, cuja área é dada. E seo numero 'é 
complexOy reduz-se a incomplexo da unidade correspon- 
dente ás unidades lineares em que se quer exprimir a raiz, 
e opera-se depois como acima fica estabelecido. 

Para extrahir a raiz cubica a um numero cor^freto, até 
unidades lineares de uma ordem dada, procede-se por um 
modo analogo ao que se emprega para extrahir a raiz qm- 
drada aos numeros concretos. 

Exemplo I — Calcular o laio do qmdrado equivalente ao rectangu- 
lo, cuja área é 395647« , expresso em linhas. Redaz-se 395647"* a 
linhas quadradas, multiplicando-se pela relaQáo 144 entre a poilegada 
quadrada e a linlia, e extrahe-se a raiz quadrada ao producto. Tere- 
mos, pois: 

V/56973168 = 7548, com o resto 864 ; 

logo, a raiz que se procura é o ñumero concrelo 7548^°, sem amali- 
nha de érro para menos, ou o numero compiexo 15^ 3?" 5«- 

Exemplo II — Calcular até centimetros o lado do quadraéfí 
meio proporcional entre os dois rectangiilos, cujas áreassáo: . 
43«»-S57 e 68'°-^,78974. 

Seja X quadrado que se procura; teremos : 

43"%57 _ X 
X 68^í^V8974 ' 
Ou 43,57 X 1"-^ _ XX í 

X X l» 'i ^ 68,78974 x l'»-i ' 
OU 43,57 _ X 

X ~ 68,78974 ' 
d'onde /43,57x68,78974: 

e, por consequencia, 

^ = V^2997, 1689718 = 54» i,7464 
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é a área do quadrado meio proporcional entre os dois rectan- 
gulos propostos. Logo, V^>7464, ou 7°,39, é a expressao do 
lado do quadrado que se pede, calculado até centimetros, ou, 
mais approximadamente, 7'°,40. 

Exemplo ni — Calcular em milümetros a aresta do cubo 
equivalente ao parallelipipedo rectangttlOy cujo volume é 
658~,3934. 

Exprime-se em miUimetros cubicos o volume proposto, o 
qae dará 658"-^-, 393400000, e depois extrahe-se-lhe a raiz 
cubica que é 8,699. Logo, 8",699 é, sem érro de 1 miUime- 
tro, a aresta dp cubo equivalente aoparaUelipipedorectangulo 
proposto. 

Exemplo IV — Calcular em pollegadas a aresta do cvbo, cujo volu- 
me é 15»«- tkí^'^' 

Reduz-se o complexo proposto a pollegadas cubicas, o que produ- 
zirá 972288w *= , e extrahe-se a raiz cubica a este numero. Consequen- 
lemente, a aresta do cubo proposto lem 99p9-, ou 2^- 2?"" 3»- 

Exemplo V — Calcular em centimetros a aresta do cubo 
meio proporcional aos solidos, cujos volumcs sao 36™-^, 4295 
e 127°»S32754. 

238 EschoUo— Observando-se a primeira proporfao do exem- 
plo n, póde parecer que a segunda potencia da superficie x é 
equivalente ao producto das supei^cies dos dois'rectangulos, 
que sao os extremos da proporgao: e, se assim fosse, haveria 
quartas potencias de numeros concretos. Igualmente do exem- 
plo V, se concluiria haver sextas potencias de numeros con- 
cretos. Mas simiUiantes conclusoes nem sequer se approxi- 
mam da verdade. No dito exemplo II se reconhece que real- 
mente os termos da propor?ao nao sao concretos; mas numeros 
abstractos, que exprimem quantas vezes cada uma das super- 
ficies dadas contém a unidade da medida, isto é: sao os nume- 
ros abstractos que exprimem as medidas das ditas superflcies. 



PROBLEMAS SOBRE NUMEROS GONCRETOS 

1 Calcular o lapso de tempo entre 5*° 7°»20* 20** 15' e IS^ 

15* idf^ 3/. 
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II Um particular qu0 tinha um oampo com i 6^**^ 8*^ 4^**' , 
vendeu 4*"*' 9*' 1^-^^: quanto Ihe ficou? 

IH Certa estrada é dividida em lanfosj^ cuja^ extens$e$ 
sáo: 3^ "»,625, 9»> -^32, 45"^,18, 1^ ^659: qual í a extenm 
tQtal da estradaj^ tomandO'se q kilometropQr midade? 

IV Quantos ladrilhos, cujas dimmSes sao 10^«- e 5,?^' soq 
necessarios para ladrilhar uma casa rectangularde 6'*,58 d^ 
comprimento, e hl^yl^ de largura? 

V Quanta prata fina terá uma salva, cujo peso é i^ »'',62S 
e toque 18 quilates ou 0,750? 

VI SabendO'Se que i litro de alcool puro j^esa 0^ ?%792i 
pergunta-se: quanto pesaráo 5*'^69? 

VII diametro do sol é 11206 vezes a centesima parte do 
da terra^ o qual tem 12733590"". Pergunta-se: quant(^ 
tros terd o diametro dosol? 

Vni Qual é a expressáo da drea de um quadrado, cujo 
/ado=6",74? 

IX Calcular em hectares^ ores e centiares a drea de um 
campo, cujas dimensoes sáo 859",7 e 368°*,4. 

X Calcular em kilogrammas o peso de um parallelipipedo 
de agua quasigelada, cujas dimensdes sáo: 7p™-, 4^°* 5^*' ^ 

gpm. gpg. glin^ 

XI Calcular o peso do ar contido n'um quarto rectangu^ 
lar, cujastresarestastéem: 9"^,64, 6",83, 5",07; sabendo^se 
que peso de um volume de ar é 0,001299 do de igual volume 
de agua (em condicdes muito determinadas). 

XII diametro de uma moeda de 500 réis tem 30™-™; per^ 
gunta-se: quantas destaspecas de moeda seriam necessaricis 
para cobrir um arco de meridiano — &, 25'? (Suppondo-se 
que todos os meridianos sáo iguaes ao de Paris^ e que q$ 
graus sáo iguaes em todas as latitudesj. 

XIII Suppondo que um tanque contém 20*^°-,659 (metricas) 
de azeite, e sábendo: que um volume de azeite pesa 0,91^ de 
um volume igual de agua distillada (em iguaes condicóes); 
que comprimento do tanque é=5^-, 2^-, e queasua largu- 
ra é 5?=»3^\ 4P**, pede-se: aprofundidade do volume de azeite 
contido no tanque,^expre$sa em varas e seus submultiplos. 
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APPENBICE 

Para ealcular a tonelagem dos navios e fíxar a sua lota^ao, ha as 
seguintes regras. 

I Se navio é de véla e de duas cobertas, mede-se todo o compri- 
mento da coberta desde o cadaste até á roda de próa sóbre o convés, 9 
executa'Se iguáí mediqao sóbre a quilha ; toma-se a semi'Somma dessas 
dim^nsdes e multipUca-se pela maior largura do navio; multiplica-se o 
producto obtido pela altura do navio, contada do po^^ao ao convés, e 
descontada a espessura de pranchas, carlinga e barrotes ; divide-se este 
novo producto pelo coefficiente de lotagao 3^222^ e o quociente exprimirá 
numero de toneladas de arqueagao em metros cubicos ou steres, 

II Se navio é de véla e de uma cóberta^ applica-se a regra prece- 
dente, excluindo sómente o comprimento da quilha. 

III Se navio é de vapor (ou movido por vaporj, mede-se a sua lar- 
gura na camara das machinas de fórro a f&tro, junto á arvore das 
rodas; e depois de effeituadas as operacües^ e obtido o quociente, toma-se 
60 centesimos d'esse qaociente. 

Represenlando C o comprimento sóbre o convés; q, o da quilha; 
l, a largura; a^ a altura; a fórmula geral de tonelagem ou arquea^ao- 
dos navios será: 

TouA = ^4^x/xa: 3,222; 
2 

a qual será modificada, segundo as hypotheses, fazendo-se : ou g = o, 
ou divisor = 3,222 X 0,60. 
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LIVRO II 



COMPARAgAO DOS NUMEROS CONCRETOS 



NO^OES PRELIHINAKES 

239 DeDomina-se razao de uma quantídade a outra da 
mesma especie o numero que serve de medida á primeirá 
quando a segunda se toma para unidade. 

Prineipio — A razáo entre duas qmntidades AeB, de uma 
9ó especie, é igual ao quodente dos valores numericos dessas 
duas quantidades, referidas ambas a uma mesma unidade. 

Snpponhamos, com effeito, que os valores numericos das 
quantidades A e B sao 3 e 4, referidas a uma mesma uni- 
dade ü; será ent5o A=UX3 e B=UX4, e, por conse- 
quencia, 

A Ux3 3 
B '~Ux4""4' 

que demonstra o theorema proposto. 

240 Diz-se que duas quantidades sao proporcionaes uma 
á outra, quando a razSo de dois valores quaesqu^ da primeira 
é igual á razao dos valores correspondentes da segunda. Por 
exemplo: o trabalho de um obreiro está, em geral, em pro- 
porclü) com tempo durante o quai trabalha. 

Quasi sempre uma quantidade depende de outras, porque 
muitas circumstancias influem sóbre as variacoes do seu valor. 
peso de um pilar de cantaria, por exemplo, que varia com 
comprimento, depende tambem da largura e da espessura; 
e quando se diz que o peso d'esse pilar é proporcional ao seu 
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comprímento, suppoe-se qne a laiffm^a e a espessura se con- 
servam ¡nvariaveis. Os pesos de duas barras de ferro sao pro- 
porcionaes aos seus comprimentos, quando nellas se conside- 
ram constantes os outros elementos de que dependem os re- 
spectivos pesos. 

Entre a profundidade de um po^o e a despeza para o abrir, 
por exemplo, nao ha proporcionalidade, porquanto a diflBcul- 
dade da obra cresce com a profundidade do cavouco. 

Em geral: diz-se que (Joa^ quantidades sao proporcionaes 
uma á outrs, se Yariando uma dellsis tambem a QUtra muda 
de valor, de modo tal que a razao entre dois valores dessa seja 
é igual á razao entre os dois valores correspondentes da ou- 
tra. 

Exemplo: peso dp uma c^m rwtangular «gw^ é pro* 
porcional ao comprimwto da o«ix«, á Iw'gvira delU ^ ^ w^' 
fvmdidíde; &wppondQ coni^tantes as cwdigoes imrin^ecas 
dgua, 

Prwteio— umQ qmntidad^ ópropmionalQmMitmfU' 
tm, amr^idment^^ 6 prQporcioml qq mpT9d¥,m, 

KxempU) ; peso de mna l?arra de cliuflíbp, qw é prQpo^ 
cional ao comprimento da barra, á largura della e á esp^ppprft) 
é proporcional ao prodqcto d^s^s tr^s dimensoes. 

Com effeito, sendo P o peso <Jli barra, e c, 1, e, as tres di- 
mensoes; se, quando c variar para c', P se converter em P^ 
teremos: 

OooiitleraQdo agora que V se converte em F qitaQdo 1 va* 
riaparal', será: 

E, íinalmente, suppondo que P" vat»ía para p qirandd e 81 
converte €*A e', será : 

Consequentemente, pmltiplicando as proporQoes, será: 
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Í9to a qimtid(idei propQmmal wtroi gmt^dadu^ 
c, 1, e, tambem é prQporQÍíma^l ao prodmto d^lla^. 

242 Diz-se que duas quantidades sao inversamente propor- . 
cionaes uma á outra, qupdo ^ f azao entre dois valores quaes- 
quer de uma dellas é igual á inversa da razao entre os valores 
«Mrrespoftdentes da outra, 

Por exemplo: o numero de ohreiros necessarios para exe- 
cutarem certa obra é inversamente proporcional ao tempo enj 
que essa obra deve ser concluida; duplica-se o qumero doa 
obreiros quando o tempo se reduz á metade, etc, 

243 Póde uma qiiantidade sei'proporcionál a eertas quan- 
tidades, e ineersammte propordonal a outrasj oopjmcií^ 
mentéi. 

Exempla; fiumero de operariQS precjso^ faxejr 
certa olM*a é propordonal á quantídade dessa obra e á diífiouVr 
dado da sua exeeucSo ; e é inversamente proporcional ao teojpQ 
em que a mesma obra deve ser concluida. 

1. "* ConservandO'Se con^tante o teinpo e a difliculdade, o 
numero dos operarios yaría em proporeSo eom a quantidade 
daobra; 

2. ° Sendo constante o tempo e a quantidade deobra, onu- 
mero dos operarios será em proporgSo com a diflSculdade. 

3. ° Se a diflflculdade e quantidade da obra sao invariaveis, 
numero dos operarios será inversamente proporcional ao 
tempo, isto é: inversamente proporcional ao numero dos dias 
de trabalho, e ao numero de horas de trabalho em cada diá • 

Printípio — Uma quantidade proporcional a outras muitas 
quantidades, a umas directameníe. e. a outras inversamente, . 
é proporcional directamente ao producto dasprimeiras e in- 
versamente ao das segundas. 

A demonstracao deate, é similhante á do principio do n.° 241 . 

244 Principio — As quantidades que süo proporcionaes en- 
tre sij variam por igual de parte a parte^ isto é: se uma se 
tamafi, 3, . n vez^s maior ou menor, ouosf, ouos§,. .., 
a outra se torna igualmente o mesmo nmm <ífi vwes maior 
ou menor, ou os |, ou os |. 



Repr«seuteiftos por A o B as dua^ quaBtida^e** « sejaw « e a' 
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dois valores da primeira, e b e b' os dois valores correspon- 
dentes da segunda. Teremos, pela defin¡c3o: 

Ora, se a'=ax3, isto é: se a se torna tres vezes maior, 
será |)=|(n.°239);ou, sea'=ax|, isto é: se a se reduz a 
|,^eráf-,=|=|;d'ondeJj=|, ou[,=|, isto é: &'=6x3 
(3 ) 

ou 6'=6x|. que prova principio eslabelecido; pois si- 
gnifica que b se torna 3 vezes maior, ou se reduz a | . 

As quantidades tnversamente proporcionaes variam em sen- 
tido contrario de parte a partCj ísto é : se uma se faz 2, 3, ... , 
n vezes maior ou menor, ou os | , ou os | , . . ., a outra tor- 
na-se, inversamente, 2, 3, . . . , n vezes menor ou maior, ou 
os|,ou|... 

Representemos por A e B as duas quantidades ; por a e a' 
dois valores da primeira ; por e b' os valores corresponden- 
tes da segunda. Será, pela definicao: 

E agora, se a'=ax3, ou se a'=ax|, isto é: se a se 
faz 3 vezes maíor ou se converte em | de a, será: 

b ""3' b ~^5^""5^ 

d'onde 

b 2 

o 5 

que prova principio estabelecido; porque demonstra 
que b se reduziu a | ou a |, em razSo inversa da mudan?a de 
valor de a. 

Reciprocamente: as grandezas que variam por igml de 
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parte a parte sao proporcionaes; as que variam em razáo 
inversay sao inversamente proporcionaes. 

Escholio — Em virtude dos principios expostos, para estor 
belecer a proporcionalidade de duas qmntidades, basta exa- 
minar a mudanga que uma dellas soffre quando a outra é 
multiplicada ou dividida por um numero inteiro. 

Exemplo I — Suppondo que para fazer uma viagem por mar 

duas, tres, , n vezes mais ou menos longa, sao neces- 

sarios mantimentos igual numero de vezes mais ou menos 
abundantes, concluir-se-ha que a quantidade necessaria de 
mantimentos é proporcional á duragao da viagem. 

Exemplo n — Se um numero de metros quadrados de es- 
teira importa em certa somma, para se obter pela mesma quan- 
tia uma esteira, que tenha tres vezes tantos metros como a 
primeira, será necessario, evidentemente, que cada metro da 
segunda custe tres vezes menos do que cada metro da outra. 
A conclusao deste exemplo é: que o preco de cada metro qua- 
drado dq uma obra é inversamente proporcional ao numero 
de metros, se é constante o custo da totalidade dessa obra. 
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CAPITULO I 



24S As reg^raí servem para resolver todos os pro- 
blemas, cuja soluQao depénde de uma ou de muitas propor- 
goes. É simpks, se basta uma proporc5o, e composta se éné- 
cessario formar duas ou mais. 

A regra de tres simples servé pára sé determinar um nü- 
mero incognito por meio de tres numeros dados; sendo dois 
de uma mesma especie, e o terceiro da mesma especie que 
incognito, e na hypothese de que as quantidades que elles 
exprimem sao proporcionaes directa ou inversamente. 

!Exemplo I — Vma fábrica produZj annualmentej láOO 
quintaes de cohre, e gasta 4535 guintaes de carvao. Para 
produzir 4080 quintaes de cobre annualmente, quantos quin' 
taes de carvdo deveria gastar? 

A despeza do carvao é directamente proporcional ao cobre 
produzido; trata-se pois aqui de uma regra de tres simples e 
directa. Se representarmos por x a quantidade de carvaocor- 
respondente ao segundo valor attribuido á quantidade de co- 
bre produzido, teremos a proporcao: 

1200 : 4080 ::4S3S :a?; 

d'onde tiraremos 

4080 x 4535 
i200 ' 

OU 

a; z= 17 X 90? = 15419 qüintaés. 

Exemplo 11—26 cavoes surribam uma terra m 15 dias: 
quantos cavdes serao precisos para surribar a mesma terra 
em 6 dias? 

tempo necessario está na razao inversa do numero dos 
cavoes: trata-se pois aqui de uma regra de tres simples e in- 
versa. 
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Se 1 é numero procurado, teremos pois 



d'onde tíraremos 



6: 15:: 26: 0?; 



15x26 
6 



=a 65 cavoes. 



Obs<)rva(M A proporciotíalidade directá ou iñver$a das 
quantidíides, relativamente ás regras de tres, é uma hypothese 
qae tem de ser admittida como formando parte do etiuncíádo* 
Mas é preciso estar prevenido de que, em quasi todos os casos 
esda hypothese n5o é rlgorosamente admissível. Por exemplot 
• se Í50 operarios, que trabalham reunidos n'uma offlcinéi, pro- 
doasem uma certa quantidade de obra por dia, n5o podémoí 
coíiduir que cada iim dejles, sem o auxilio dos outros, pro- 
duza ¿ dessa obra durante o mesmo tempo: algumas ve^es, 
segundó a nátureza da obra, será cada um delles incapasi de 
produzir ou de trabalhar utilmente, desajudado dóá oütros. 

246 Dos exemplos precedentes se deduz a seguiute regra, 
devida a Lacroix, a sabér: 

Para resolver uma regra de tres simplesj directa ou itivef- 
sa^ forma-se a proporfao seguinte: numero menor de tima 
especie está para o maior dessa especie, como o menor da 
outra está para o maior. 

Bastará pois averiguar se o numero incognito é menor ou 
maior que o outro da sua especie, para escrever immediata- 
mente esta própórgao. 

Exemplo — Para forrar uma sala foram precisas 50 va- 
ra$ de papel com | de largura: quantas seriam precisas se o 
papeí tivesse | de largura? 

Quanto mais estreito for o papel^ de maíor numero de v»* 
ras hav^á necessidade; o valor de x será pois maior que SO^ 
eteremos: 

-:-::50:a.; 

d'onde se dedüz 




3 450 
8 



«:58-,2ej. 
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§ 2.° Refra de tres coBpesU 

247 A regra de tres composta serve para se determinar 
um numero incognito por meio de outros muitos numeros 
dados ; sendo cada dois d'estes de uma especie, e um da mes- 
ma especie que o incognito; com tanto que as quantidades 
que eües exprimem sejam proporcionaes directa ou inversa- 
mente entre si. 

Exemplo — 25 obreiros, trabalhando il^ pordia^ durante 
18 diasj levantaram uma muralha, cujas dimensdes sáo: al- 
tura 3°^, comprimento 725", espessura 1"',50. Quantos dias • 
seriam precisos a 33 obreiros^ trabalhando lO^por dia, para 
levantarem outra muralha com estas dimensoes, a saber: al- 
tura 4°*, comprimento 850"^, espessura 1™,75? 

Suppoe-se aqui que o tempo preciso é proporcional a cada 
uma das dimensoes da muralha, e inversamente proporcional 
ao numero dos obreiros e á duragao do trabalho diurno. Cos- 
tuma-se dispor em duas linhas horisontaes os dados de uma 
regrsi de tres, de modo que os dois valores de cada especie de 
grandeza flquem um debaixo do outro ; e por este modo, de- 
signando por x, no problema actual, o numero de dias procu- 
rado, escreveremos as duas linhas seguintes : 

Obreiros Uoras Dias Altora Conriprimeato Espessura 

11 18 3 725 1,50 

33 10 a: 4 850 1,75 

Supporemos em primeiro logar que varía somenteonume- 
ro dos obreiros, que de 25 se converte em 33, e procurare- 
mos numero de dias de traljalho correspondente a 33; sup- 
pondo constantes todas as outras quantidades. Supporemos 
depois que os obreiros trabalham lO^ por dia, em logar de H, 
e procuraremos o numero de dias precisos em virtude desta 
nova mudanga; consideraremos emfim, e successivamente, a 
influencia de cada uma das mudancas nas dimens5es da mura- 
Iha, até acharmos o rcsultado que se pede. 
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Estas diversas quesloes podem indicar-se pelo modo se- 
guinte: 



Obreíros 


Horas 


Dias 


Allara 


Comprimealo 


Espessiira 


25 


11 


18 


3 


723 


1,50 


33 


11 




3 


725 


1,50 


33 


10 


X2 


3 


725 


1,50 


33 


10 


(^i 


4 


725 


1,50 


33 


10 


X^ 


4 


850 


i,50 


33 


10 


X 


4 


850 


1,75 



As cinco regras de Ires simples, de que resulta a resolucao 
do problema proposto, sao evidentemente as seguintes: 

1. ' 25:33 ::a?i:i8 

2. * 11:10 11x2: Xi 

3. " 4: 3 :\Xii x^ 

4. * 850: 725 ::a?4: x^ 

5. - 1,75:^1,50 x \ x^ 

Para deduzir agora destas proporcoes valor de x, omeio 
mais símples consiste em multiplicá-las ordenadamente, sup- 
primindo na segunda razao os factores xi, X2, xs, tu, commuDS 
aos dois termos da mesma razao ; ol)ter-se-ha assim : 

(25 X 11 X 4 X 850 X 1,75) : (33 x 10 X 3 x 725 x 1,50) :: x : 18; 

d'onde se tirará a seguinte valor : 

- 8 X 1 1 X 4 X 850 X 1,75 
33 X lO'x 3 X 725 X 1,50 ' 

Outro modo de resolugáo. Suppondo que numero de dias 
necessario para se fazer a muralha é proporcional a cada uma 
das dimensoes della, e inversamente proporcional ao numero 
dos operarios e á duragao do trabalho diurno, seril(n,^ 241): 

/ 3 x 725 x 1,50 \ 
18 \ 25 X 11 ) 
"^^ / 4 x 850 X l,75 y 

\ 33x10 / 

d'onde se tirará 

25x11 x4 x 850x1,75 

^ 48 >^ 

33 X 10 X 3 X 725 X 1,50' 

i4 
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TTPO DAS BKGRAS DE TRES COMPOSTAS 

248 Vtna grandeza M depende de muitas outras A, B, C, 

. . . P, Q, R; ella é propordonal aA, B,C, yeinversa 

mente proporcional a P, Q, R, Sabe-se tambem que M 

tem um valor conhecido m, quando A, B, C, , P, Q, R $ao 

respectivamente iguaes a a, b, c, , P, q, r, . . . . ; e per- 

gurUOrSe: qual será o valor de M, quando esses diversos ele- 
mentos tiverem o valor a', b', c/, . . . . , p', q', r', . . . . 

Discorrendo como precedentemente, por qualquer dos dois 
modos, obteremos a proporcao seguinte : 

(axhxc\ 
^ pxqxr ) 
x'^ ía' xh' X c'\ 
\p' xq' X rV 

d'ondé tiraremos a fórmula 

a! xV Xd XV xq xr . . 

X = mX r ; -r W 

axb xcxp'xqf xH 

D'aqui resulta a seguinte 

Regra — Sendo conhecido o valor m de certa quantidade^ e 
dados os valores a, b, c, p, q, r, das quantidades ás quats 
aquella é proporcional ou inversamente propordonal; para 
calcular o valor x desta quantidade, determinado pelos va- 
lores a', b', &, p', q', r', das quantidades 4fi que a incognita 
é dependente, é necessario: multiplicar mpelos valores a', b^ c', 
da segi$nda Hnha, das quataidades a que é proporcional, e 
petw vatores p, q, r, da primeira linha, daqueUas a que é 
inmrsamente proporcional; e dividir o productoassimobtiéo 
pekm valores a, b, éa primeira linhaj das quantidades b 
que a incognita é proporcional, e pelos valores p', q', r', da- 
quellas a que é inversamente proporcional. 



§ 3.® létbodo geral de resolTer as regns di Ires 

249 Retomemos os problemas do n.^ 245. 

Exemplo I IJma fabricaproduz anmalmefáe 1200 quin^ 
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taes dé cobre, e gasta quintaes de carváo. P^ú^fi^ofiu- 
zir 4080 quintaes de cobre annualrmnte, qumtos qmUaeade^ 
carváo deveriagastar? 

Escrever^iK)s os dados em duas linhas pandlelas» como na 
regra de tres composta, a saber : 

Cobre Carv5o ^ 
1200 4535 
4080 X 

'% Agora, discorreremos assim: 

Se 4535 quintaes de carvao produzem 1200 quintaes áé co- 
bre, para produzir um quintal de cobre serao precisos ménos 
quintaes de carvao, 1200 vezes, ou íb^X^. 

E se para prodtizir um quintal de cobl^e sao neceááarfos 
4535 X quintaes de carvSo, para ¡ífodnzií 4080 (Jtiititaeá ' 
de cobre serao precisos mais quintaé^ de can^o, iO^ iéi^i/ 
istoé: 



1200 

a; = 4535x-— . 

1200, . . 

Ei^i&plo 11— 26 cav^s surribam Uittá terra éfrt 1 
QHontos eavSes sermprecisospctra surribar a mesmn terrd^^ 
emñdias? i« 

Dados do problema : 

CavOes Dfas 

2e 15 

X 6 . . 

Agora: 

8e 26 C£|voes snrribam a terra em i5 éRas, $fii|Q,precíso6-' 
para a surribar em um dia 15 vezes tantos, isto é: 26 X i5. , 
E áfe 26 X 15 cavoes surribam a terra em um áh, para á sur-^ 
ribar eiíi 6 días sér5ío precisos 6 vezes menos cavSes, du 

6 . » 
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Retwnemos ainda o problema do n.® 247, que é : 
25 obreiros trabalhando H** por dia, durante 18 dias^ le- 
vantaram uma muralha^ cujas dimensdes sáo: altura 3°, 
comprimentoli^'', espessura l'",50. Quantos diasserüopre' 
cisos a 33 obreiross trabalhando 10** por dia, para levaníar 
outra muralha com estas dimensues, a saber; 4™, compri- 
mento 850™, espessura l"',?^? 
Dados do problema : 



Obreiros 

33 



Horas 
11 
10 



Dias 
18 

X 



Allora 

3 
4 



Gomprímento 
725 

850 



£tpessara , 
1,50 
1,75 



Diremos agora assim: 

Se 25 obreiros gastam 18 dias, um obreiro gastará 25 ve- 
zes mais dias, ou 18x25; e 33 obreiros hao-de gastar 33 
vezes menos dias, ou 1 8 x 

33 obreiros, trabalhando H horas por dia, gastam 18 x| 
dias; se trabalhassem uma hora por dia, gastariam 11 vezes 
mais dias; oul8x|fxH; mas, trabalhando 10 horas por 
dia, h5o-de gastar 10 vezes menos tempo, ou 18x^><iJ- 

33 obreiros gastam 18 X dias, para levantar uma 
mu^a com 3™ de aitura: se a muralba tivesse um metro de 
altura, seriamprecisos 3 vezes menos dias, ou 18xix¡5X j; 
mas tendo a muralha 4™ de altura, hao-de os obreiros gastar 
4 vezes mais dias, ou 18X^X||x|. 

33 obreiros gastam 18 X i X¡5Xf d¡as,paraconstruir 
uma muralha com 725™ de comprimento: se a muralha tives- 
se um metro de comprimento, seriam necessarios menos dias, 
725vezes,ou ISxlXsXj Xyls» e,tendoamuralha850" 
serSo precisos mais dias, 850 vezes, oul8x^X¡5XjX^. 

33 obreiros precisam dias 18x|x¡5X|x^paracon- 
struir uma muralha com 1™,50 de espessura: sq amuralhati- 
vesse um metro de espessura, seriam necessariosmenosdias, 
1,50 vezes, ou 18x|x¡5X§ Xfix¡;|ó; mas, tendo de 
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espessura l^JS, serao precisos mais dias, l,7S vezes, ou 
18x|x¡5X|x|bXt5; o que é precisaníente o valor 
achado em o n.® 247, isto é : 

25 11 4 850 1,75 
" = *'^33^10^3^725^T;50- 

250 Este modo geral de resolv:er as regrasdetresdeaomi- 
na-se methodo de reducfáo á unidade. Consiste eip calcular as 
diflerentes mudancas de valor, quevae soffreado a quantidade 
da especie da incognita, á medida que se vao reduziado suc* 
cessivamente á unidade os valores condicionaes das quantida- 
des a que ella é proporcional ou inversamente proporcional; 
e consoante se vao immediatamente substituindo ás unidades 
de todas as especies os valores determinantes da incognita, se- 
gundo as condigoes da questao; até flnalmente se achar o va- 
lor desta incognita. 

Pela applicacao deste methodo, cada regra de tres simples 
se decompoe em duas outras, cada uma das quaes tem um 
termo igual á unidade. 

Obsenracao. A regra de tres composta chama-se assim, por- 
que dois dos tres termos dados sao compostoss por multipH- 
caQao, dos valores condicionaes e dos determinantes das quan- 
tidades a que a incognita é proporcional directa ou inversa- 
mente; (fórmula (a), n.^ 248.) Outra regra de que se trata 
adiante, é chamada conjuncta, porque depende essencial- 
mente da conjunccáo de duas ou muitas regras de tres sim- 
ples (n.« 259.) 

EXERCICIOS 

m 

I Se uina quantidade a é proporcional a duas outras b e c; 
no caso de se tornar constante a primeira a, as outras duas 
seráo inversamente proporciomes uma á outra. 

II — Se uma quantidade é directamente proporcional a 
uma outrOj e é inversamente proporcional a terceira; quan- 
do aprimeirase tornar constante, as dms outras seráo dire- 
ctamente proporcionaes entre si, 

III Uma fabrica produziu, em 1863, 26700 quintaes de 
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pereelam, e efn 18S4> 3S400 qniniaes. Consumiu, tm f 86S, 
37000 quéntaes de carvao e 2950 de kaoüm; e, em 1864, 
48000 quintaes de carváo e 4500 de kaoKm. Perffunta-se sb 

foi consumo proporcional á produccáo. 

ly 7"*, 4 de eerta fazenda custaram 299^^70: qual seráo 
custo de H5°*,a da mesma fazenda. 

V numero das vibragóes transversaes de uma corda en- 
tesaia, na Unidade de tempo, é proporcional á raiz quadra- 
da do peso que a entesa^ e inversamenteproporcional: ao seu 
proprio con^primentOj ao seu diametro^ e a raiz quadraáa 
do seupeso especifico (peso da unidade de vóltme). Posto isto, 
íMa corda de cobre com 0"*,363 de comprimentó, 0",0015 de 
üümetro^ e entesada por um peso de 13^-^,35, faz 1999 üí- 
bracdes n'um segimdo, e pergunta-se : quantas vibracóes fará 
uma coráa deplatina de O'^j^Sl de comprimento, 0"*,0002Í5 
de diametrOy entesada por wm peso de 4^ »', 49? sendo o peso 
especifico da platina passada á fieira ^ do do cobre na 
mesma condigao. 
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CAPITULO II 

PROBLEHAS 



§ Regra de prep«r{io 

251 I — Dividir 240 em tre$ partes proporcionaes aos nu- 
meros 2, 3 e 5. 

Representando por x, y e z as tres partes, teremos, segun- 
do as condicoes, a serie de raz5es iguaes: 

d'onde (n.^ 169), considerando que íp + y + z =240; 

2 

240 : 10 : : a; : 2, ou 0? — X 240 = 48 ; 

10 
3 

::«/: 3, out/ = --xt40= 72; 
lU 

5 

:: s : 5, ou z == -r- X 240= 120: 
10 

e com effeito, 48 + 72 + 120 = 240. 
II Dividir 66 em tres partes, de modo que a segtttala seja 

os f da primeira, e que a terceira seja os ^ da segunda. 

Sejamx eye zas tres partesrseráy =a?x|,e2: = ^><|, 
ou z = (íp X I) X I = ¿» X ¿: logo, problema proposto dp- 
pende d'est'outro: dividir 66 em tres partes proparcionau 
aosnumeros i, |, Reduzindo agora estesnumero8ámes- 
ma denominac5o, teremos: ¡f, i|, ^5 i^umeros, que s5o pro- 
porcionaes a 15, 10 e 8. Por consequencia, trata-se, final- 
mente, de dividir 66 em tres partes proporcionaes aos nume- 
ros 15, 10 e 8. 

Para calcular as tres partes, x, y e z, póde-se discorrer aquí 
como no problema precedente, oh póde-se empregar o methodo 
de reduccao á unídade, pelo modo seguinte: 

Dividindo (15 + 10 + 8), ou 33, em tres partes propor- 
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ckxiaes aos Domeros 45, 10 e 8, será i5 a prímeíra parte, 10 
a s^onda e 8 a terceira; mas dividiDdo assím a unidáde, ca- 
da uma das parles será 33 vezes meoor, oa ^f, ^ : logo, 
seodo 66 o Domero a dívidir, as tres partes senio 

i^ 40 ^ 

:r = 33x66,y = 33x66,. = ~x66, 

isto é: será cada uma dellas 66 vezes maior do que a parte 
correspoDdente, obtida dividindo a unidade segundo as con- 
diQSes da questao. 



REGRA DE C03IPANHÍA 

252 Regra de companhia é a que ensina a dividir os lucros 
em sociedade, proporcionalmente aos capitaes dos socios e ao 
tempo durante o qual os ditos capitaes estiveram em giro. 

Se os capítaes dos socios forem iguaes, ou sefor igualpara 
todos tempo do contracto social; os quinhoes dos socios se- 
r5o proporcionaes aos tempos, ou aos capitaes; e a regra de 
compauhia será simples, Se os tempos e os capitaes forem dif- 
feroDtes, os quinhoes serao proporciooaes aos productos dos 
capitaes pelos tempos correspondentes; e a regra de compa- 
nhia será composta. 

III — Tres negociantes formaram uma sociedade, que du- 
rou 2 annos: o primeiro entrou com 20^000 réis^ e 10 mezes 
depois ajuntou 15^51000 réis; o segundo, que tinha entrado 
com i&^OOOréis, retiroui5^000réis8mezesdepois; emfim, 
terceiro entrou com 25^000 réiSy que conservou durante o 
tempo da sociedade. Ganharam 8i^H3 réis: calcular o qui- 
nfiáo de cada socio. 

É uma regra de companhia composta. 

primeiro socio entrou com 20^51000 réis por 10 mezes, e 
com 35í5ÍOOO réis por 14; o interesse de 20¿000 réis em 10 
mezes compoe-se de 10 vez^es o interesse de 20í5íOOO réis 
n'um mez, ou é igual ao interesse de 10 vezes 20^5(000 réis 
D'um mez, isto é, ao interesse de 200^3000 réis; o interesse 
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de 35^91000 réis em 14 mezes é mesmo qiie do capital 
35^000x14 réis n'mn mez, ou 4905000 réis. Ao primeiro 
socio pertencem, pois, tantos interesses como se elle tivesse 
entrado para a sociedade com 200^51000 +490^5(000 réis, ou 
690í5íOOO réis por um mez. 

Vér-se-ha igualmente : que segundo socio entrou com 
20,5(000 réis por 24 mezes, e com 25^1000 réis por 8 mezes; 
e que por isso Ihe pertencem interesses correspondentes a 
4805$!000 + 200^(000 réis, ou 680í5!000 réis durante um mez ; 
e que ao terceiro pertencem lucros correspondentes á entrada 
de 600,5(000 réis por um mez. 

enunciado do problema proposto póde ser pois transfor- 
mado neste : 

Tres negociantes formaram uma sociedade, que durou um 
mez: primeiro entrou com 690^5(000 réis; segundo com 
680^(000 réis; terceiro com 600,5(000 réis; e ganharam 
81,5(213 réis. Pede-se quinháo de cada socio, 

Agora é uma regra de companhia simples. 

Appücando aqui methodo de reduccao á unidade, dire- 
mos assim: 

Se os lucros montassem a (690,5(000+6805000+600,5(000) 
ou 1 :9705000 réis, quinhSo do primeiro sería 690,5(000 réis ; 
do segundo 68O50OO réis; do terceiro 600^000 réis. Se 
lucro fosse um real sómente, os quinhoes seriam respecti- 
vamente, réis: 

690j;000 680^000 600^000 ' 
1 :970JW)00 ' 1 :970íí000 ' 1 ;970íi000 * 

Mas, flnaknente, montando os iucros a 815213 réis, os qui- 
nhoes serao igualmente maiores 81213 vezes, e serao os se- 
guintes, réis : 

690^000 680)^000 600MOO 



1:970^)00 1:970¿;000 ' l:970|íOOO 

ou 285446 réis, 285033 réis, 245734 réis, approximada- 
mente. 

Obsenraíáo— Resolvendo por meio de proporfoes (prob. i. 
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n.^ 251) os prcAlemas desta especie, obtem-se a proporcío 
seguinte: 

lucro total está para a somma das entradas dos socioSj 
como qninháo de cada socio estáparaarespectivaentrada; 
d'onde se tira a seguinte: 

Rcgra de compaDhia — quinhño de cada socio óbtem-se: mul- 
tipHcando os lucros pela entrada respectiva, e diviáindo o 
producto pela somma dos capitáes dos socios; depois de ter 
reduzido estes capitaes á unidade de tempo, quando este nao 
seja mesmo para todos. 



, • 253. IV Certa companhia, mjo fundo é representada por 1:000 
ac0e$ de 100 libras caáa nma, lucrou 20:000¿>000 n*um anno, liqui' 

dos de todos os encargos; sabe-se que o desenibolso dos accionistas 
monta a £ 30 por acraOj e pergunta-se : quanto tocou a cada acqdo, 
e quanto por % a cada uma, 

Em primeiro logar, ^^7^^ = 20¿;000 réis é dlvtdendo por ac- 
gao ; e depois, quanto por % a cada acgao é determinado pela pro- 
por^ao 135^1000 : 100 :: 901^)00 : x = 14,8 por % approximadamente. 

V Uma sociedadeperdeu 2 . 000^000 : um socio entrou com 1 :^00|iOOO 
réis; outro com 2:800^000 rm; i um terceiro com 5: 700íWQ0 réis. 
^^'ljfVlrfa-^^: quanto toccm dc perda a cada um, e quantQ por % per- 
deram. 

VI Deu-se uma avaria grossa, cuja importancia monta a S^SOOjJOOO 
réis, para a qual deve contribuir navio com lO^OOOjJKXK); a carga 
com 12:500,5000; frete cmn SOOjJ^ réis. Quanto poi' % regulau 
a avaria? e quanto tocm a cada contrümiwtef 

VII Certo numero de barricas ée manteiga, omprada a 15 kilos 
por 7jg500 réiSj ha-de-se revender. Que prego se Ihe ha-de pór para 
deixar 10 por % de ¡ucro? E porque preqo se ha-de veiskéer, de ma- 
neira tal que^ deduzindo delle 10 por 7o, ainda se salve custo ? 



254 Regra de liga— é a que tem por objecto resolveras qaes- 
toes seguintes : 1 buscar valor de cada unidade da mistura 
ou liga de varias especies, conhecendo numero das unidades 
dos simples e seu valor; 2.*, buscar numero de unidades 
de cada uma das especies, que hao-de formar certa mistura. 



LüCBOS, PERDAS E AVABIAS 



§ 2.0 Regra ía Ufa 




ss^do valor da midade de cada espede, para qm ctda 
uDidade da mistura ou liga (enha um ¥alor determinado. 

No primeiro caso a regra de liga é directa; no segundo 6 
inverm. 

REGRA V& LI6A DIBEGTA 

255. Vni Misturaram'se li^^- de polvora ia de 400 réis^ 
com 8 da de 280 réis. Pergunta-se o preco da mislura. 

As 12^^- de 400 réis valem 4í?800 réis, as 8 de 280 réis va- 
lem 2j51240 réis: logo, as 20^^-, que resultam da mistura, va- 
lem 7j5(040 réis; e, por consequencia, o valor de cada libra da 
mistura será igual ao quociente de 7040 por 20, isto é: a 352 
réis. 

IX Ligaram-se 3 marcos deprata de II dinheiros com 7 
marcos de 9 dinheiros e 18 graos. Pcrgunta-se qual será o 
titulo da liga. 

3 marcos, cujo titulo é H dinheiros. valem 33 dinheiros; 

7 marcos, cujo titulo é 9 dinheiros e 18 gfaes, valem 68 di- 
nheiros e 6 graos; 
os 10 marcos valem 101 dinheiros e 6 grSos. 

Logo, titulo da hga será 10 dinheiros e 3 grSos. 

EsehaMe — Dos dois problemas precedentes deduz-se ase- 
guinte 

Regra ^Para calcular o valor de cada midade de uma 
mistura ou Uga, multiplicase o numero de unidades de cada 
simplespelo valor respectivOy addicionam-se estes productesj 
e divide-se a somma obtida pela somma das quantidades dos 
simples. 

REGRA DE LIGA INVERSA 

256. X Ha duas especies de trigo, de 5 tostdes e del 
tostdes por cada alqueire; quer-se obter uma mistura em que 
possa réputar-se por 6,5 tostoes cada aiqueire. Pergunta- 
se: em que razao se hño-de misturar as du/as especies de 
trigo? 

Cada alqueire de trigo de 5 tostoes, vendido por 6,5, dá 
I50réis de lucro; cada alqueire do de 7 tostoés, vendido por 
6,S, dá 50 réis de perda. Por consequencia, para que o ganho 
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compense a perda, basta que se misturem 50 alqueires do de 
5 tostoes com 150 do de 7; pois haverá entao em cada lote de 
200 alqueires, 150x50 ou 7<S500 réis de ganho, por parte 
do simples de 5 tostoes, e 50x150 ou 7f5l500 réis de perda, 
pela parte do de 7 tostoes; isto é: poderá reputar-se o trigo 
misturado por 650 réis, exactamente. Logo, será feita a mis- 
tura tomando 150 alqueires do trigo de 7 tostoes por cada 50 
alqueires do de 5 tostoes, ou 3 alqueires do da primeira es- 
pecie por cada alqueire do da segunda. 

E em geral, representando por x o numero dos alquelres 
do trigo de 5 tostoes, que hao-de entrar na mistura, e por X 
numero correspondente dos alqueires do de 7 tostoes; como 
em cada alqueire do de 5 tostoes se ganha 150 réis, em x al- 
queires montará o ganho a ISOx^ réis; e como em cada al- 
queire do trigo de 7 tostoes se perde 50 réis, em X alqueires 
haverá 50 X X réis de perda ; logo, 

150xa? = 50xX,oul50:50::X:í; 

d'onde se tira a seguinte 

Regra — Sendo conhecidos, assim os valores dos simples, 
que entram n'tima mistura ou liga, como o valor medio da 
dita mistura ou liga; para achar as quantidades dos simples, 
gue devem formar a mistura ou ligaj tomam-se as differencas 
entre os valores d'estes e o da mistura: as quantidades dos 
simples seráo inversamente proporcionaes ás differengas ob- 
tidas. 

XI Havendo prata de 9 dinheiros e II gráos, e prata de 
10 j d inheiros; quantos nmrcos de uma e de outra se hao-de 
ligar, para que fique sendo de 10 dinheiros o titulo da liga? 

Sendo 10 dinheiros o titulo medio, teremos: 

9 dinheiros e 11 graos, dififeren^ 13, 
10 dinheiros e 12 gráos, differenga 12; 

logo, em virtude da regra, com 12 marcos da prata de 9 di- 
nheiros e 11 graos, e 13 marcos da de 10| dioheiros, obte- 
remos 25 marcos, cujo titulo será exactamente lOdinheiros. 
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Oksem^lo — Se a quantidade da mistura ou liga for deter- 
minada a'priori; porexemplo, se aliga deprata, precedente, 
devesse pesar 10 marcos, raciocinariamos pelo modo seguinte : 

Se para 25 marcos, se ligam 12 de uma das pratas com 13 
da outra, para 1 marco seria preciso ligar ^ de 1 marco da 
primeira com ^ de 1 marco da outra: logo, para 10 marcos, 
seriam ¡¡XlO marcos e ||xlO marcos, isto é: 4 marcos, 
6 ongas e 3 1 oitavas da prata de 9 dinheiros e 11 graos, com 
5 marcos, 1 onga e 4 g oitavas da de 10| dinheiros. 

*257. Esoholio. Representando por o? e X as quantidades dos 
simples, qüe formam a mistura ou liga; por m o valor medio da mís- 
tura, e por s e S os valores dos simples ; a regra de liga inversa, acima 
enunciada, dará a proporcáo seguinte : 

m — s:S — w::X:a? [p] 

d'onde se tira, addendo, 

m-— s+S — w*:S — w::X + íp:íp, 

ou 

S — s:S — m::X + a?:¿c; 

que vem a ser uma outra regra de liga ou de mistura, que se enun- 
cia assim : 

A differenc^a entre os valores dos simples estápara a differenga entre 
valor do segjindo simples e o do mixto, como a somma das quanti- 
dades dos simples está para a qmntidade do primeiro simples. 

Mas esta regra é um caso particular da primeira, e só póde ser ap- 
plicada quando seja prefíxa a quantidade da mistura ou liga. Pelo 
contrario, os problemas resolvidos pela applica^áo da regra geral sáo 
indetermdnadoSj isto é, téem innumeraveis solugoes; bastando para isso 
multiplicar ambos os valores obtidos para as incognitas por um nu< 
mero qualquer. E com effeito, os problemas de regra de liga inversa 
nao sáo rigorosamente determinados, como se verá em algebra, se- 
nao quando seja proposta a quantidade de algum dos simples, que 
formam a mistura; ou quando seja dada a somma das quantidades 
dos símples (caso da regra precedente) ; ou quando seja dada a sua 
differen^a; ou, em somma, quando se prefíxem outras condiQoes ade- 
quadas. Quando for dada a differenga entre as quantídades dos sim- 
ples, a proporgáo [p] dará, detrahendOj, 

S — m — íw + s:S — w::ír — X:¿, 

ou 

S + «:S — w::£C — X:¿p; 
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a qnai será nma outra re^a de liga^ assiffl adequada ao caso iMurti- 
cular propostó, como a precedente o é ao caso respectivo. E se for 
conhecida a quaatídade de um dos simples, a propor^ao [p] será uma 
outra íegra de liga particular, que fará conhecer ímmediatamente o 
valop da ontra incognita. 

288. XII CalctUar qmntos kilogrcmmas de chá, de 18 
tosídes, de 22 e de 35, por cada kilogranma, se háO'de mis- 
turar^para vender a mistura a 25| tostdes. 

Vistoque sao mais do que dois os simples, misturam-se dois 
delles, e depois combina-se a mistura com o terceiro; ou mis- 
tura-se este com algum dos dois outros, e combinam-se de- 
pois as duas misturas parciaes. 

E em sendo maior o numero dos simples, vao-se fazendo 
misturas parciaes até se obter a mistiffa pedida. 

No caso proposto: misturando o chá de 18 tostoes com o 
de 35, teremos: 

/ N 1 / I dififerenca 750 réis ; ) kilogíatíitíias. 

ÍPREgo MEDio) 25 V. ¡3^; , réis;| |750kilogrammas. 

Misturando depois o cbá de 22 testoes eom o de 35, tere- 
mos tambem: 

. . , . (22, diflferenca 350 réis;| Í950kilogrammas. 

(PRECO MEDIO) 25 V2 ri^rv jl- l OU Um/v, i 

^ ^ / |3P^^ ^ 950réw;j j350kilogrammas. 

Gonsequentemente, combinando as duasmisturasparciaes» 
acbarmos que a mislura pedida deye ser formada de 950 ki- 
logranfflftas do ehé de 1 8 tostoes, com 990 do de 22, com i 100 
do de 38: ou 19^ do da primeira especié, 19^ «- do da se- 
gunda, e 22^^- do da terceira, para cada 60*^ «- dq da mistura. 

Ó (}uadro geral da eperacSo e o seg^inte: 



ÍMBcoim^*^' differenca 760, 
(P«Bga m ^ 

(35, )> 950 e 950: 



(950'^-í' 
Xogo {95(^ «^ 

((75O-l-350)'^-8''=U00'^'^ 



PBOVA 

2550 X 60^-8'' = 1535000 réis 1800 x 19 =^ 34*200 réis 

2200x19= 411^800 réis 
3500 x 22 = 77*000 réis 



60k í- por 153*000 réis 
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§ 3.® Regra eoDjancta, e retfra de eambio 

, 259 Esta regra tem por obj^cto determimr a razm erUre 
duas quantidades de especies ddffereutes, qmndo sao Gouhi- 
cidas as relagoes destas quantidades com outras interm^ém 
do mesmo genero^ e as destas entre si, 

A applieagao mais valiosa da regra conjuaeta é a redttCfSto 
reciproc9< das moedas, pesos e la^edidas de dois paie^; s6Bdo 
dadas suas relaíoes com as de outros paizes differeotes, e 
as das moedas e medidas destes eotre si. Se a reducfao sere' 
fere exclusivamente a moedas, a regra coqjuncta denomin^se 
entao de arbitragem ou de cambio. Opera?3o de caíobio é wia 
troca de moeda por moeda; de moeda, que se dánoacto> por 
moeda, (pie opapeldecambioFepresenta. Sacar, venAer^ en- 
dQssar^ negociasr, e fornecer, ivAo isto é dar p»pel e raeefeer 
diiriieiro; tomar e con^rar é dar dinbeiro e reoeber f&^. 
Em toda a compra e venda, ao ven(tedor coav&n pre{i> 9iíto ; 
e nas operaQoes cambiaes, o prego ajusta-se umas vezes na 
moeda que se dá no acto, e outras na moeda ausente repre- 
sentada em papel; por exemplo: o papel de cambio vende-se 
em Lisboa sóbre Londres, ajustando o prefo em dinheiro es- 
teríino, ou dando mais ou meños penniques por l^OÚO réís; 
e vende-se sóbre Cadix, ajustando o prefó na moeda que se 
dá no acto, ou dando mais ou menos réis por um duro de Hes- 
panha. E posto isto, se o prego do cambio se ajusta na moeda 
que se dá no acto (se a praca dá o incerto)^ ao vendedor con- 
vém o cambio alto; se o preco se s^usta na moeda auseíite (s^ 
a praea dá o certo), ao vendedor convém o catobío báixb; pois 
em cada um dos casos embolsamaior quantia: aocoínpradW, 
é pelo coñtrario. 

Cada pra?a, no seu boietim de cambio, cota sómenfe uma 
unidade; porque se suppoe sabida a unidade monetaria que 
corréspotide i cotada. A unidade cotada é o prego do cáiíibío. 

Cambio, ou preco do cambioy é a maior ou raeaor sotíttÉa 
de moedas estrangeiras, que se dá por certa moeda dé «n 
paiz; por 1^51000 réis de Portugal, por exemplo, (n.^ 212). 

Os preQOs correntes dos caHd)ios variam coí» frequen^ia; 
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mas nunca varía a especie de moeda effectiva ou imaginaria, 
em que sao expressos os cambios. Aquella de duas pragas, 
que tem constantemente a unidade de cambio, diz-se que dá 
o^certOj e a outra que dá o incerio; a primeira figura de ven- 
dedor, e a segunda de comprador. Por exemplo: a praca de 
Lisboa dá o certo á de Londres, e o incerto á de París; Lon- 
dres dá o certo ás de Franca, etc, (n.** 2i2). 

No cambio directo de Portugal com o Brazil, Portugal dáo 
certo 100. De modo que, quando se diz: o cambio no Rio está 
a 109, entende-se que o Brazil dá 209 fracos por 100 fortes. 

A varia? ao da quantia incerta, que se dá ou se recebe, con- 
stitue curso do cambio. 

Par annual de uma praea, a respeito de outra, é o cambio 
• medio de todas as suas operafoes cambiaes durante o anno. 

Xni Se 10*^fob. arroz custaram 14í>000 réis, qumto 
hüO'de custar 25^ «^-; suppondo que 44^ «^* equivalem a 3^^^^ ? 

Sendo x o valor de ^S^ »"^-, teremos: 

44k.gr _ 3arrob. 

10»^= 14*000 réis; 

d'onde se deduz a?X44XlO=25x3xl4000, 
ou 

25x3x14000 ^,^^^ , ' 

X = — ^ — = 2¿i386 réis approximadamente. 

Applicando porém ao problema resolvido methodo de re- 
duc^ao á unidade, que é geral para a resoIuQao de todos os 
problemas relativos a quantidades proporcionaes, discorrere- 
mos pelo modo que se segue: 

Se lO*'-^^^- valem 14,5000 réis, i^"<>^- valerá 1,Í400 réis, e 
3arrob. h5o-de valer 1^00x3 réis; logo, 44''«'- hao-de igual- 
mente valer 1^400x3 réis. 

Mas se 44^-8'- valem 1 ^400x3 réis, l^-^- valeri^x3 réis; 
e 25>^«'- hao-de valer ^^^^3x25 ^^^^ 

Logo, 

¿» = 2^386 réis; 
que é resultado obtido precedentemente. 
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XIV Um sujeito de Vizeu qniz passar para Lmdres 
f 1200. Encarregou a um jbangueiro do Porto esta commis- 
süo, mediante i 7o sóbre a quantia total. Pede-se^ em réis, 
a somma que o negociante pagou ao banqueiro; sabendo que 
cambio directo sóbreTLondres era entáo a 48 -|. . 

A proporoao seguinte: 

48,5: 1000:: 240x1200:07, 



dará 



240x1200x10000 ^^,,.,,, 

X = — — ^ 5;938íll44 réis, 

485 



approxinaadamente. Logo, o negociante pagou a somma se- 
guinte: 

1 por % de commissao = 59W81 

' 5:997¿1525 réis. 

Obseryacao — Nem sempre se conhece o cambio directo entre 
duas prafas, e muitas vezes, conhecendo-se, póde ser prefe- 
rivel cambio das duas pragas com o de outras intermedijas. 

XV cambio directo de Lisboa sóbre Londres é a 50,5; 
de Lisboa sóbre Barcellona é 1 peso fortepor 835 réis; o de 
Barcellona sóbre París é um peso forte (ou 20 reales de veU 
lon) por 4,5 francos; o de París sóbre Londres é 24 francos. 

Pergunta se: por que via será mais vantajoso a um nego- 
ciante de Lisboa fazerpassar a Londres 1200 libras? 

Teremos: 

X penniques = 1000 réis ; 
835 réis = 1 peso forle; 
1 peso forte = 4,5 francos; 
24 franoos = 1 libra esterlina; 

d'onde 

1000 x 4,5 x 240 



r.c.*> a., ^3 penniques e quasi 0,9. 
835 X z4 



15 
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€onsequentemente, é muito mais vantajoso para o nego- 
ciante a via indirecta, que deve por isso ser preferida ao cam- 
bio directo. 

XVI Com 0$ dados doproblemaprecedentey catcularquanto 
ha-de receber em Lonáres tm f>iújanu, qt$e entrega 4:SOOí>000 
réis em Lisboa. 

Fazendo a remessa indirectamente, será: 

i libra eslerlina = 24 francos; 
4,5 francos = i peso forte; 
i peso forte 835 róis; 
4:IH)W000 réis — x libras esteriinas; 

d'onde 

4,5x4:500^000 .^.^ ^ , . it. . 

24 X 835 

Se a remessa fosse feita pela via directa, sería: 
iOOO : 50,5 :: 4:500á5000 : x X 240; 



d'onde 



50,5 x 4:500^000 ^,^, ^ 

X = — — = 946^ i7* 6p 

Í000 X 240 



viajante perderia pois £ 63 12Mp, se fizes&e a remessa 
(Jirectamente para Londres. 

XVn Estando na Bahia o cambio sóbre tondres a 26, e em 
Lisboa sóbre Londres a 53 § : pede-se am moeda forte o va- 
lor de IjJlOOO réis fracos, 

Será: 

X fortes = ÍáOOO réis fi-acos 
ÍiíOOO réís fracos =^ 26 penüiqaés 

53p- Vs = iíOOO réis fortes; 

d'onde 

i000x26 

^ = — — ^7 reis, .approximadamente. 

Enas mesmas condicóes, qual é o cambio indirecto? 

X réis fracos ^ 100 róia fbrle» 
' íjSOOO téis fórtcs = 53 V« peuces; 

26 pences = i¡í»000 réis fracos; 
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d'onde 

X — ^,^^ - ~ 205 reis, apprüximadainente. 
26 

•260 Todoí os problemas dc cambio, oa os que se resolvem pela re- 
gra conjanta, podera^ como o XIII, ser resolvidos pelo melhodo de re- 
duc^o á unidade, ou por raeio de proporQoes. 

A serie de proporgoes, comprehendidas nas igualdades pelas quaes 
foi resolvido o problema XVI, é a seguiüte : 

835 réis : x^^ :: 4:500áí000 : x^- ; 
d'onde se tirará, tnulliplicando e redazindo, 

838 X 24 : Í :: 4:SOO¿000 x 4,5 : x^, 

ou 

_ 4,5 x 4:500i?000 
^ 24 X 835 ' 

como acima. , 

261 Para resolver uma regra eonjmta, forma-se cotn os 
dadoi e a incognita (comecando quasi sempre por esta), uma 
serie de igttaldades, taes que o segundo membro de cada uma 
seja da mesma especie que o primeiro da seguinte, até que o 
segundo membro da ultima seja da mesma especie quó á in- 
cognita; multiplicam-se depois ordenadaniente estas igual- 
dadesj e deduz-seomlor da incognita da eqmfao, que assim 
se oblem. 

ARBitRios í)É caMó 

»262 Arhitno de cambio é a eleigáo do cambio mais vantajoso, de- 
terminada por effeito da comparaQáo de dois oü muitos cambios, f¡ela 
pessoa encarregadíi de executar üma ordem. Ordem de canMo é o 
maadató para executar uma operagáo cambial. 

árbitrlo ó simples, se ao receber da ordem, que desígna dois ou 
íntiitoá cambíos, só üm delles tem variado ; é compostOj se dois ou to- 
dos os cambios téem mudado. 

XVni Vm banlfaeiro de Límipool ordenou ao seu correspondente de 
Lisboa que sacasse sóbre Bayonna a 540, e Ihe reinetlesse o producto em 
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papel sóbre Liverpool a 53. Quando a ordem chegou estava o cambio 
sobre Bayonna a 532: o que devia fazer o correspondente de Lisboaf 
Sacar, é vender (n.° 259) : ora, dando Lisboa o incerto a Bayonna, 
a descida do cambio é perda; logo, a ordem devia ser sustada. Porém 
como correspondente de Lisboa deveria tomar (comprarj papel só- 
bre Liverpool, se o podesse obter a cambio mais elevado, que compen- 
sasse a perda do saque, sería obrigado a cumprir a ordem; e para 
isso discorreria pelas proporgoes seguintes : 

540 : 3^ :: x' : sacados sobre Bayoona; 
53 : iOOO :: x^- : x' réis com que se ha-de comprar q papel; 

e por outro lado, sendo X o limite da cota^So para o cumprimento 
da ordem, 

3^- : 532 :: : x'^ réis, pelos quaes se ha-de obter o papel ; 
e 1000 :X::x" :a^; que é igual ao resultado 
da opera^áo (^ambial precedente. 

E multiplicando depois entre si todas essas proporgoes, obteria a 
equa^áo 

540 X 53 = 532 X X = 53,8 a menos de 0,1. 

Sería pois necessario obter papel sóbre Liverpool a 53,8, ou mais, 
para cumprir a ordem recebida. 

Eis a regra do arbitrio simples: multiplique-se o camJbio desigmdo 
para sacar pelo designado para remetter, e divida-se o producto pelo 
cambio que variou; o quociente representará o cambio necessario para 
se resolver o arbitrio. 

*263 XIX DeU'Se ordem a um banqueiro do Porto para sacar fóbre 
uma das seguintes praqas: 

Londres, a 52 V2; Hamburgo, a 46 (marcos banco por iíOOO réis); 
Barcellona, 935; Marselha, a 540; 

e, se os cambios fossem outros, escolher que offerecesse maior vanta' 
gem. Qmndo a ordem chegou estava cambio sóbre 

Londres, a 53; Hamburgo, a 47; Barcellona, a 945; Marselha, a 
525. 

que deverá fa%er banqueiro do Porto f 

Vistoque Porlo dá incerto a Barcellona e a Marselha, náo con- 
virá sacar sobre esta pra^a, pois cambio baixou ; mas convirásacar 
sobre Barcellona, porque cambio subiu : e porque subiram igoal- 
mente os cambios sobre Londres e Hamburgo, pragas a que Porto dá 
certo, banqueiro deverá sacar sóbre alguma das tres — Londres, 
Hamburgo ou Barcellona. Falta eleger uma dellas. Para isso banqueiro 
discorrerá como se segue. 




m 



Se vende i:000 por 52^2 penniques, quantos x réis deverá dar por 
100 penniques? 

£ se por ^3 penniques dá 1^000 réis, quantos X penniques receberá 
por X réis? 

E depois, multiplicando as duas proporgoes entre si, terá 

53 : §2 1/2 X : iOO, d'onde X == 100,95 a menos de 0,01. 

Concluirá pois que a subida do cambio sóbre Londres produz um 
htcro = 0,95. E continuando a discorrer, relativamente aos cambios 
sobre as outras pragas, como sóbre da de Londres, oblerá os resul- 
tados seguintes : 

= 47 X 100 : 46 102,17 lucro = 2,17; ' 

== 945 X 100 : 935 = 101,06 lucro = 1,06; 

ar = 535 X 100 : 540 = 99,07 perda = 0,93. 

Logo, a praga de Hamburgo é a que ofíerece maior vantagem. 

Kegra — Multiplicam-se os novos cambios por 100, e dividem-se os 
productos pelos cambios da ordemj respectivammte ; os excessos dos 
quocientes sobre 100 serao os lucros ao arbitrio do banqueiro ; que a 
cada qual dos quocientes faltar para 100 será uma perda. 



264 A regra de falsa posicaó, ou regula cceci de Euler, tem 
por objecto descobrir um ou muitos numeros incognitos, por 
meio de uma ou duas hypotheses; sendo dadas as condiQoes 
a que esses numeros devem satisfazer, as quaes devem constar 
de razoes simples ou compostas. 



XX Dividir 7800 réis em tres quinkoes^ de modo que se- 
gundo tenha dois tantos do primeiro, e que terceiro tenha 
tanto como os outros dois. 

A hypothese poderá ser um numero qualquer, mas a so- 
hic3o será tanto mais facil quanto esse numero for mais 
shnples: tomaremos pois 1, que dará*2 para segundo 
quinhao, 3 para terceiro, e 6 para a somma; e que, por 
consequencia, fará conhecer que problema se reduz a di- 



§ L° ftegra de falsa pesi^io 



FALSA POSigXO SIMPLES 




Í90 

vidir 7800 réig em 3 partes proporcimaei oos ntmeros \, 

2e3. 

Mas tambem se poderá estabelecer a seguinte proporfSo: 
6 : 7800 

d'onde 

7800 



segundo quinliao será, pois, 2i51(iOO róiSi o terceíro 3<51900 
réis. 

XXI Áchar o numerOy do qual a metade, o terco e os dois 
quintps, completem 148. 

Pois numero lia-de ser dividido por 2, 3 e 5, tomaremos 
para hypothese o menor numero divisivel por 2, 3 e 5, que 
é 30. Operando agora sóbre este numero, segundo as con- 
diQoes do problema, e, sommando a metade de 30 com a 
terga parte e com os dois quintos, acharemos 15 10 -f 12 
= 37; e diremos enlao : 

37 vem de 30, como 148 de .t, ou 37 : 30 :: 148 : x. 



qual satisfaz a todas as condicoes do problema ; como se 
póda verificar facilmente. 

Escholio— Do modo pelo qual se resolveram os dois proU»* 
mas precedentes se condue a seguinte 

Regra ~Para resolver uma falsa posi(8o simples, toma'^i 
um numero á vontade, e opera-se sóbre elle segundo as oo»- 
dicdes do prohlema, como para verificar se elle satisfaz 
áquellas condicdes; e, se Ihes náo dá solugáOy formorse a 
proporgao seguinte: o falso resultado eslá para o vfrda- 
deiro, como a hypothese está para o numero qm se bum; 
da qual se tira o valor deste numero. 

»26S A falsa posi^ao é smples qaando, oomo pos ex^piplos preoe- 
dentes, a hypothese e o numero incognito estao ém proporgao com 
os resultados das opwagoes similhantes^ feitas sóbre cada um delies 
em particular: esta propor^ao dará o numero que se busca; e este 
fará descobrir todos os outros, se houver muitos que delle depen- 
dam. 
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se nao ha proporcionalidade entre og notneros e oa r^U^os 

das operagSes similhanles, feitas subre elles, entáo sóraente por duas 
hypofheses será possivel destruir as quantidades conhecidas e inva- 
riaVéís, corabinadas com as qaantidades qae se liuscam, por ítddi^áo, 
por sobtrao^ ou p^i» dols modos. 
N'eate ei^so a falsa posicáo é <^&r(i4a. , 

PALSA fOSigAO D0311ADA 

266 XXn Bmcar doisnumrostaes que, ajtmtandQ II aq 
piimeirOy a somma seja igual a quatro vezes o segundo, e qne 
ajuntando tambem 1 1 ao segundo, o resultado seja o triplo 
do primeiro. ^ 

Supporemps quQ um dos dois numeros é 13, para qup 
13 -f - H, ou 24, seja diyisivel por 4. N'esta supposigao o se- 
guudo nuipero sería 6: raas, como 6 7I- 17 nao é o triplo 
de 13, qual devia ser, pela segunda condicao do problema; a 
hypotliese 13 é /a/5a. 

Supporemos, em segundo logar, que um dos numerqs é 9, 
para que 9 + 11, ou 20, seja divisivel por 4: segundo nu- 
mera sma eotSo e porque 5 + 11 =»»46 mo é U^iplo de 9, 
segue-se que a hypothese 9 é falsa. 

Agora escreveremos a'proporc9o seguiúte: 

A differenfa entre as hypothese^s está para a differehóá 
entre os falsos resuUcdas, como a differenga entre numero 
incognito e uma das hypotheses está para a differenca entr^ 
resultado verdadeiro falso correspondente áquella hy- 
pothese; isto.é; 

(13 — 9):{17-16)::(a;-13):(3xír— 17), . 
4:l;:(^-l3):(3x/r-.l7); 

d'onde ttrárefflos 

{3xa? — 17)x4 = ír— 13, 

OU 
OU 

ISexa?-^¿»toí68 — i3, 
isto é: . 

d'onde finalmente 

u 
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Logo, 5 e 4 á5o os numeros pedidos; como se póde veri- 
ficar. 

XXIII Ditpidir 69^91960 Yéis por cinco pessoas^ de modo que 
a segunda fique com tres vezes tanto como aprimeira e mais 
540 réis; a terceira com tanto como a metade da primeira e 
a terga parte da segunda, menos 120; a quarta tanto como 
dóbro da terceira e mais 360 réis; e^ emfim, a quinta tanto 
como aprimeira e a quarta. PerguntOrse : qual será o quinháo 
de cada uma. 

Supporemos que é 600 réis oprimeiro quinhao ; o segundo 
será 2340 réis ; o terceiro 960 ; o quarto 2280 : o quinto 2880; 
e a somma 9060 ; logo, a hypothese 600 é falsa. 

Supporemos, em segundo logar, que é 1200 réis o primei- 
ro quinhao; o segundo será 4140; o terceiro 1860; o quarto 
4080; quinto 5280; e a somma 16560: logo, a hypothese 
1200éfalsa. 

Agora escreveremos a proporcSo seguinte: 

(1200 600) : (16560 — 9060) :: (a? — 600) : (69960 — 9060). 



Os outros quinhoes serao, réis: 16íJ956, 8^51268, 16,^896, 
22f$368. 

XXIY Sabe-se que ajuntando a um numero a sua metaie, 
quarto e os dois tergosj e mais 5, se obtem 159. Qual éofiu- 
meroft&i 

»267 A regra de falsa posigáo dobrada consta sufficientemente da 
resolui^ do problema XXII, e da do XXIII. 

As demoDstraQ5es, assim desta .regra, como da de falsa posl^ao 
simpies, sáo faceis de perceber. 

1/ Ño problema XXI, por exempio, pede-se um nomero x tal que 



ou 



6:75::(a?-"600):60900; 



d'onde 



60900 x6 
75 



f 600, 



ou 



a; = 5*472 réis. 
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CoDsíderámos 0^=^30; e desU hypothese resQHoa 



^><U- + 3 + 5j = ^'- 

Se dividírmos agora estas daas expressdes, ordenadam^te, tere- 
mos: 

qae é a traducQao da regra'de falsa posigao simples. 
1« No problema XXIII, em summa, pede-se um namero tal qae 

a?x(l + 3 + l^ + 3 + 4) + 15d0 = 69960, 
2 



ouqae 



a?x — + 1560 = 69960.. (1) 



Fizemos, primeiramente, x = 600, e desta hypothese tirámos 

600 X-^+ 1560 = 9060 (2) 



Sappozeihos, em segando logar, x = 1200, e d'aqai resaltou 
25 

1200 X ~ + 1560 == 16560 (3) 

M 

Sohtrahindo agora, ordenadamente, a expreíssiU) (2) de cada uoMi 
das daas oatras, teremos: 

25 

(1200 - 600) X = 16560 — 9060, 

6 

(¿r — 600) x~ = 69960 — 9060; 



d'onde, por divisao, se tira a proporgao seguinte: 

(1200 - 600) : (ai — 600) :: (16560 — 9060) : (69960 — 9060), 

oa 

(1200 - 600) : (16560 - 9060) :: (a? — 600) : (69960 - 9060) ; 
a qoal é a traducQao da regra de falsa posifSo dobrada. 



Digitized by 



Eschoiio— Sen^ h e h' as bypotbesed, r e 06 muludo&^eRQ 

resultado das operagoes feitas sobré x, segundo as condicoes do pro- 
blema^ leremos: : . • 

Ora, porque as hypotheses podem ser quaesquer numeros, poderá 
seir * «t* i fc' «tt 0; d'onde resultará 

i:r— .r'::¿»:R — r'i 
eporconsequencia , 



jstaé*. .0 nmwi:Q 9^ <^ busca ¿ ¿gíml á differenca enh^e o verdcMro 
restUtado e o primeiro falso, dividida pela differenca entre os falsos re- 
sultados (fazerkdo as hypotheses e 1). É outra regra de falsa posigao 
dobrada. 

Muifas vezes um problema de falsa posiQao dobrada póde conver- 
ter-se n'uma falsa posi^ao simples. Seja exemplo o problema XXÜV: a 
spmma do numero com a sua metade, quarto e dois ter^os é 159—5 
= 154; e assim, o problema reduz-se a ebter o numero, cuja metade, 
quarto e os dois tergoSj sommados com o mesmo numero, ddo o resul' 
tado 154. 

problema XXIII reduzir-se-ha a buscar aquelle numero, que, 
sommado com duas vezes o seu triplo, mais tres vezes a sua metade, 
é mais o seu quadfuplo, dá em resultado 69960— 1560 ou 68400. 
que dará uma falsa posi^ simples. 



268 Juro é o lucro que produz um capital empregado. 
Para maior uíiifoFmidade na modo de determioar os juros^ re- 
ferem-se ao que produz o capital 100 réis dm^ante mn anm), 
do qual o juro, considerado abstractamente, se denomina tan- 
to por centOj razao, ou taxa dojuro. 

juro de um capital póde ser simples ou composto. É sini' 
ples quando se suppoe proporcional ao tempo durante o qual 
capital está a juro; composto, quando successivamente se 
vae addicionando ao capital ao fim de cada anno vencido, pará 
ganbar juro jio anno ft^inte. 

Valor de um capital, ao fim de certo tempo, é o resultado 
que se obtem addicioriando a esse capital o juró por elté ven- 
cido durante >es86 tempo. 
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jqro simples é seispre o mesiUQ» e póde reeeber-fe ao 

cabo de cada unidade de tempo ou pr*zo, certo, v. gr., 

. jHTQ oo^iposto apgmeota todps os e h3q ^c^e rooet 
ber-se antes de terminar o contracto. A taxft do juro é dppura 
convencao, e depende da abundancia ou falta de capitaes, Ha 
comtudo no commercio limltes flxos pelo uso e pela lei, alem 
dos quaes a taxa nao póde subir sem ser denominada umra. 
Usurario é o que empresta o seu dinheiro muito por cima da 
taxa geralmente admittida. 

Á taxa de 5^0 corresponde o dinheiro de 20, á de 4^0 o 
de 25. Juro ao dinheiro de 20> é o de 1 em cada 20; ao di- 
nheiro de 25, é de 1 em cada 23. Em geral, taxaxdinheirb 
-=100;d'onde 

100 .... 100 

taxa = -Tr-r-. — , e dmheiro = . 

dmheiro taxa 

segondo modo usa-se nos emprazamentos das terras, para 
detenoíDar os laudemíos; pois se diz laudemio de dezena, de 
vintena, de quarentena, . . , ; istq é:. de 10, deSO, de 40, . . . 
por 7o. primeiro modo é o usual do commercio. 

Os mezes consíderam-se formados de 30dias, exaclamenie; 
anno tem pois 360 dias (n.^ 204). 

Na avaliacao do nomero dos dias conta-se o em que faií 
a operac3o^ mas nao se ooata o do pagame^to. 

A regra de juro simples tem por objacto calcular ,vupa ds^ 
quaU^o quantidades; capital, juro, taxa e tem'po dQ re^di- 
mento, quando sáo dadffs outras tfesp 

REGRA DE JURO SDyÚ^I^^S 

XXV Calcularo juro do capital 480^(000 réis, posto a 
render 6 por 7o durante um anno. 

juro de 100 é 6, o de lOOXn é 6xn: logo, o juro é 
proporcional ao capital, quando o tempO se considera constan- 
te; e, por consequencia, a propor^ao 

100^ 6::480000':fl;, 

dará 

a?=x28í800ré¡s. 
Poderia applicar-se o methodo de reduccao á unidade. 
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XXVl Calcular juro de 480í5(000 réis, postos a renier 
6 por 7o durante 3 annos e 7 mezes. 

1.® juro de 100 é 6 n'um amio, em n amios será 6xn, 
isto é: juro é proporcional ao tempo (n.^ 268, def.)» quando 
cdpital é constante. 

Teremos, pois: 

iOO: 6:: 480000 



d'onde, 



logo 



l:3¿:: 



100:6x3~::48(K)00:a? 
tí 



íc= 103*200 róis. 

2.® Applicando o methodo de reducfao á unidade, diremos 
assim: 

Se 100 réis vence 6, uma unidade vencerá 480000 uni- 
dades hao-de vencer 480000 vezes mais, ou j^x4800O0. 

Se j^x 480000 é o juro do capital 480000, vencido tfum 
anno, em ¿ de um anno o juro vencido será 12 vezes menor, 
ou^^^jj^. em¡| de um anno, ou em 3 annos e 7 mezes, será 
43 vezes maior, ou ^-^^^^tj^c^ 103^200 réis, como acima. 

XX VII Calcular a quanto 480)$Í000 réis montaráo em 3 an- 
nos el mezes, postos a render 6 por ^o. 

1.^ Teremos: 

* 43 

100 : 6x — ::480000:a;i; 

addendo, virá: 

100 H — —: 100:: 480000 +a?i: 480000 (1) 

12 



OU 



— : 100:: íc: 480000; 
12 



d'onde 480000x1458 ^,,^ .. 

^=-1^00-=^^'*''- 

2.** Por meio de reduccSo á unidade, raciocinaremos como 
se segue: 
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Se 100 é juro de 6, o de 1 será j^n'um anno, e em ¡5 de 
um anno será 43 vezes ^ de ¿55, ou 

Logo, capital 1 montará a 1 + íl um anno. 

Se capital 1 monta a ou ¡^, capital 480000 

subirá 480000 vezes mais durante mesmo tempo, e prodü- 
zirá *252^ií§?=583i5l200 réis; como acima. 

XXYIII Calcular quanto valem, pagos á vista, 583i$l200 
réis pagaveis em 3 annos e 7 mezes a 6 por 

1. ° A propor^o (1) do numero precedente dará: 

iOO + : iOO : ; 583200 : X ; 

d'onde 

Xr:=480MOOréis. 

2. ** Por meio de reducgao á unidade, discorreremos assim: 
Se 100 é capital da somma 100 + ?^, da somma 4 

será — ^ — : logo, da somma 583200 será igual numero 

de vezes maior, ou 480^^000 réis. . 

XXIX Calcular quantos annos capital 480f5íOOO réis es- 
teve a render 6 por Yo, para subir a 583í5lOOO réis. 

XXX 0,capital 480j5(000 réis, augmentando com os re- 
, spectivos juros durante 43 mezes^ chegou a 583}$I200 réis. 

Quantopor cento rendeu capital? 

FUNDOS PÜBLIGOS 

269 Renda contra estado é juro dos capitaes empres- 
tados ao estado por particulares. 

Estas dividas denominam-se consolidadas, quando nome 
do crédor está inscripto rio grande livro da dívida pública. 
crédor recebe um tituloj que designa capital e interesse 
em cada um anno. governo tem direito de amortizar 
capital recebido; mas emquanto nao amortiza, satisfaz por 
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semestres, que se vencem em 30 de junho e 31 de dezeknbro, 
os juros estipulados. 

Os titulos sao negociaveis ou transferiveis, para faciliíar ao 
possuidor méio de reembolsar o seu capital. Quandoumti- 
tulo se negoceía por todoo valornomfnal, dlMenegociadoao 
pdr. 

Ha baixa quando diminue o yalor dos titulos; aUa, quando 
aobe. 

Todas as rends^ contra o estado sao denominadas fmdos 
publicós. As ac(oes dos bancos e companhiaa tambem consti- 
tuem fundos publicos. 

Os principaes titulos ou fundos publicos portuguezes sao: 

Inscripfdes com asséntamentó^ de 3 por */o ; coupons, idem; 
titulos ou acgdes de bancos e de companhias. 

A cotagao das inscrip^8 eeottpof»^, é na actualidade de 48 
a 49; isto é: um titulo áelOO réis, que garante uma renda 
aimuid de 3 réis> nSo \úq m noetál sobaBte sesM de 48 á 49 
féiSi , . 

XXXI Qual é a perdadeiTQ juro do^ inscripfSes d^ 3 
por 7o, suppondo que a cotagáo é 48 1. 

Se 48 1 produz 3 n'om anno, 100 qaáüto produtórá? 

XííXÍI Supponda que os titulos de 3 por ^¡o sáo cotados a 48^, 
que capiial será preciso empregar para se obter umc^ re^da 
anmial de ÍfíO^OO réis? 

XXXIII Os fundos publicos. de 3 por ^Jo estáa ap po/ir^ ^ os 
de 3 por % estáo a 48,5. Quaes offerecem maior iníeressef 

Sao os de 3 por ^o: para reconhecé-lo> basta calcular o 
verdídeiro juro d'e§tes fundos. 

E se 0$ de 8 por % corretefn a 80, qiimto podefüó mler 
os de 3 pQr 

^seós dei pór ^/o éstao á 48, comó devéffí set (otadas 
d's accdes de tefta cófnpanMa^ cUjos intéresseS náo eoccMeñ 
aHinpor^l ' ' ' . 

ÍXXÍV duem deve pagar líliíXtoíOOO em ^ pt^azoSj daÉÍó 
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3:000j|500Oa ñmezes, 4:00OJ»0O a 9, ¿ 6:000|000 a 10; iéprefmia- 
gar um sá ú% toda a qumfía; ém que pra!so medio iei^erá efféiimr 
opagamento? ' 

jufo de 2:000^000 ao fim de 6 mezes é igual ao de írOOOjSÍÓOO 
X 6 ^ il:0OWOOO n'tim mez; ú de 4:000^000 ao ftm'dfe 9 m«ze^ é 
igoal ao de 4:000*000'x 9 = 36:000^000 n'um ttiei; o de 6:0OOjS»00 
em 10 mezes é igual ao de 6:000^000 x 10 = 60:000¿;000tt*ümmezr 
e posto isto, sujeito deverá pagar ao fim de um mez o capital e mais 
juro correspondente a 12:000¿;000 + 36:000^000 + 60:000;W0 = 
iO8:OO00KM)O p'nm.mei, que é eqniyalente ao 1Í:000|9K)00 ^ 9 
moM. Logo, o praza ntedio, ao eaba do qcutl o sQjdto deVe ^(Ant a 
saa diTida> iif om imico pagamento^ consta de 9 Duaes. 

XXXY Certo éBtedar ha*á$ pagar d*.!{00^9ÍOOa rá> em 8 ito 
fm^de^mezesúeupt^ cünta 700^íOO& r^; ^ 3 mem depok deümm 
800POO réis; e pergwiUa*$e: qmiido deve pagar o 1:00(^¡K)00 rest(m* 
te, iM hffpethese de que o ei^édor lke abona osjmos freñcidoépHas 
tias pagas antes do vencimento da obrigagSú, 

juro áe> 700j|000 réi0 em 5 méies é Igual ftO de ^^WX^fOOO i/um 
mes; e o. de eOO^OOO réi9 em 2 mezm é igU&l ao de ^.'600,^ réiá 
ü'ummez; por consequend^, a k^mtnfttlosjtii^ofi abo^Hdds peh>($féddr 
éigual ao juro de 5:100,$000'tél»ti'dnl m^. Ao deved(nrj 'pAa, 'per- 
teüceri o ^reito de pagüir o 1:000|¡M00 réstmite táfitos ineMs dc^s 
do fímdo fjrázo qoaütos os necessarios pftf&iqud esfie liOoOj^OOO iHé 
t>rQdii:^ vm isteresge i|[üai ao dé ^rlOOj^OO réid n'tim tüBi. S fe(>re- 
seotando por x esse ttoáiera de rti^ees, }üro vehcid<» por 1:00(^000 
em X meses será igtial ao* veneido por &iiÚ0^O9b n'mn met, e será^ 
emOm, 1:000^000 x x == 5:100,^000 réis, ou 

^iOOOOO . d'^.. 

1000000 

XXXVI Üm sujeito, que devia l:000ig000, Só póde obrigar-se apagar 
600,5;0OO réis sem juro, a prazosye em prestagdes iguaes; send^) o pti- 
meiro prazo de 5 mezes, o segundo de7 e o terceiro de 9. Pouco depois 
pitrémy offeretm c^ tsr^af pftg^tt oi 600^000 fá^ |^ áimséveis sem 
mudm^ de endm^éf^ líueo eréd&r OceiíúH. P&iíl¡imiu-9e: qmídei^éa 
ter sido o prazo do págmmo micój é qücmto féráé^ b eii*Sdar ii^ jiiro 
á razao de 6 por %. 

crédor foi obrigado a perder o juro de (réis 200¿;000 x 5) n*um 
mez, e mais o de (réis 200,^000 x 7) n'um mez, e mais o de (réis 
20O5JOOO X 9) n'um mez, ou de (réis 200^000 X 21) n'um mez; e 
e este juro devia ser ígual áo déf (réls flOÓ^ÍOOO X Í) tí*úái mcz, fepte- 
sentando x prazo do pagamento unico. Posto i8to> 200^000 x 21 =» 
'COOjJOOO X X ; e,' por fconsequendia x a= 7 mezeg. 

Agora : como juró dé 6 por % anñó de V2 por % ao me^, e 
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prazo medio dos tres pagameQtos é 7 mezes» o crédor perdeu no joro 
3^ por o/o de mfiGOO réís ^ ^iim réís. Logo, a perda totaldo cré- 
dor montoa a 421,{K)00 réis. 

XXXVII í/m devedor, que ^-á^po^ar 6:000*000 rm aofimde^me' 
zes, offerece á vista 2: 100,^000 réiSj e querpagar o resto emprazo tal que 
nao haja differenQa de parte a parte, Quaaido deve pagar os t:900fiOOO 
réis restantesf 



•271 Cbama-se seguroj em geral, um contracto pelo qual oma com- 
panhia autorizada pelo govemo, garante de todo o riseo om objecto 
designado, mediante um premio ajastado. premio avalia'^ a tanto 
pcHr cento sdbre a coisa segarada, proporcionalmente ao risco a cor- 
rer. Os calculos relativos a segnros devem pois limitar-se a determi- 
nar o interesse do capital arríscado, segando certa taxa, a qaal é 
dependente das despezas de administra^ao da companbia segnradora 
e da estatistica dos sinistros. 

Nos oontractos' de segaro consideram-se tres quantidades: a impor- 
tancia do objecto s^urado, o premio do seguro, e ^ somma a qoe é 
obrigado o segurador no easo de perda total. 

seguradOy quando queira salvar totalmente o valor da coisa se- 
gurada, no caso de perda compldta, deve segnifárla em tal quantía^ 
da qual deduzindo-se o premio do seguro, fique livre o dito valor. 

XXXVÍII objecto segurado vak 6:O0O^K)0O, e o premio do seguro é 
a 2 por %. Emquanto se horde segurar esse objecto, para salvar cooh 
pietamente o seu vcdarf A proporgao seguinte satisfaz á pergunta: 

98 : 100 :: 6:000*000 : x = 6:122*449 réis ; 
porque, deduzindo 2 por % = 122*449 réis; 

restará o valor do objecto = 6:000*000 réis. 



•272 XXXIX Achar a scmma accumuiada Sémt annos, produzida 
pelo capital c, posto a render juros compostos á rcvsao detpor %• 
juro do capital, ao fim do primeiro anno, é 



SBGUBOS 



JÜRO COMPOSTO 



r 



x^cx 



100' 



e a somma accumulada, ao fim do mesmo anno, é 



c + cx 



100 



r 



= c X 




24i 



jaro do capital e', ao fim do segando anno, é 
e a somma accumulada correspondente será 

^ + ¿) + (* + ¿o) ¿0 = ^ + ¿o) • 

A somma accumulada, ao fim do terceiro anno^ será 

''^(*+í5o)- 

E contínuando assim. A somma acenímilada em t annos será 

"xO+ííoy- 

Logo, 

h) = ^ (* + iüo) ' "«^ h) (* + ¿0 

A notagao St exprimirá o capital e juros accumulados durante t 
annos: e em geral, qualquer indice affecto ao S designará aqui o nu- 
mero de annos, ou de annos e mezes, durante os quaes o capital ha-de 
vencer juro : e S com o seu indice designará o capital com os juros 
accumulados ao cabo d'esse tempo. 

Se o tempo t for composto de n annos e de um numero de mezes, 
que representaremos por z : o capital c estará a render durante n 
annos a juro composto, e produzirá durante esse tempo a sorpma 




depois será a somma obtida posta a render juro simples durante os z 
mezes restantes, e produzirá entao c x + x 455 ^ 
Logo, sendo t' = n + z, teremos 

%)=K*+Iüo)"x(^ + iüo><^> 

XL Cálcular a somma accnmulada eni SV2 annoSy pondo a revéer 
(^Vor%o capüal 200*000 réís. 
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1. « Sabstitaindo na fórmola os dados probleoia, taremoi: 

S^^,^^^ = 200á5000 (1,06)5 X i,03 ; 

d'onde^ o seguinte 

TYPO DO CALCULO 

Log. S = Log. 200000 = 913010300 
+ Log. 1,06 = 0.0253059 
+ 4 X Log. 1,06 = 0.1012236 
+ Log. 1,03 = 00128372 

Log. S ^g.^^^ = 5.4403967 = Log. 275*674,56. 

Logo, 

S^,^.^ =275^74,56. 

2. " Tambem poderiamos discorrer como se segue: 

Emi amio,.aOO; 106:: 200000 

d'ondeíP = 212í;000réis. 
Em 2 annos. . 100 : 106 :: 212000 : x ; 

d'onde x = 824*720 réis. 
Em 3 annos . . 100 : 106 :: 224720 : x ; 

d'onde x = 238*203,2 réis. 
. Em 4 annos . . 100 : 106 :: 238203,2 : x ; 

d'onde x = 252^495,392 réis. 
m 5 annos . . 100 : 106 :: 252495,392 : x ; 

d'onde x = 267*645^1552 réis. 

Em 5 Vz annos. . 100 : ^ 100 + 6 x :: 267645,11552 : ±; 
d'onde x ^ 275*674^4689856 réis. • 

A differeuQa de quasi 0,1 para menos, a respeito do pritaeiro éal- 
Cülo, é devida ao emprego dos logarithtnos. 

3. * Applicando o melhodo de reduc^ao á unidade: 

A somma accumulada de 1 no üm de um anno a 6 por %» é 1,06 í 
no fim de dois annos é (1,06)2; np fen de tres annos é (1,06)3; e no 
fim de cinco annos será (1,06)^ 

Agora, juro do capital (1,06)^ em 6 mezes será (1,06)^ x 0,06 x| 

ou (1,06)5x0,03: por consequencia, a somma accumulada ao fim 
d'esses 6 mezes será (l,06)5x 1,03, islo é: o capital 1 com juros ac- 
cumulados em 51/2 annos produzirá (1,06)^ x 1,03. 

Mas, se um produz (1,06)^ x 1,03 = 1,37837234, capital 200^000 
réis produzirá 200000 vezes mais Qu 

1,37837234 x 200000 = 275*674,468 réis. 

S^„^ = 275*674,468 róis, 
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' Xtl Otdl ó tapiidt, t[íw, íwifo á rendér 8 pór mri ¿ m 5V2 

i.* A fórmula d^urá : 

. ?79íé74,S6 ^ :k (l,0é)5 l,t)3, 

d'onde se tira : 

TYPO DO CALC(H.9 

Log. c== -iog. 27{J674,íj6= ^ 446*^7 

■ 4-G.lofe, i,06=: y .^746941 

+ C. 4 X lóg. 1,06 == y .8987764 

r\rC.]Q9rm^ 9^.9871688 . 

■ (;=ñr'íWMWOaríip. 
í.f Forpttaremo» proporjáo . , 

- ^ ^ ' Íé0:6:jl^:sf; 

<i W^fc Pf r a^WiíH tlraremos 

106: 100::^4n|y:(C>. 

' 103 í' Wtoi:178iW94,86YS(5);1ófeó, 9'(é}Hii«líP4íl,Í(»8á m. ' ' 

106 : 100::267¿;645,á0388l : S (4) ;tfbndeS(i)= 252*49^,4^8 réís^. 
, .SjmÍIhaiitemeAÍa^ .^ri^ * ■ , 

" ÍW: teO ::2^^99s47^': 6(3); Ique dará S (3) =238*203,2 réis. 

106 : 100 :: 238*203,2 : S(?), o^ S(2)= 224*720 réis; 
• ÍW: l«yiVÍÍ4í7ÍÓ:'í(i),iiuS(kj^21íí^i«íá; 
' lO«:iOO':i2i2*OMyi¿?,oüt±-^^ ' ; ' 

Logo, capital que vale de contado tanto como a somma 275*674^ 
em 51/2 annos, a juro composto de 6 por 100, é 200^000^^fáM«.. . • 

3.» P^lo.melhodo c(e feducgao á unidade, diremos 
\^ ^éaj^itjil 1, áéamúfeite 'com los ióm Áif^; prod'ufj 

(0^^;^^-)' 0ü't^á7*?MÍ: 'coñseduentém-efaíé^'b ts^^M ^ié phÉufe 
^$tíHM no úlésaHÍ "fetñpo será qomposto de tantas unidades quan- 
t¿ Ye2es.»5674,í<« xmiYGT l,378á7234^istQ él: 

275674,56 
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XUI capUal 200*000 réis produziu 275*674,56 réis m 5^2 an- 
nos, posto a render 6 por a juro composto, Qual seria a taxaf 
!.• Da fórmula 



tíraremos 



S(5V.) 



(»+¿o)' 



d'onde nao poderemos tirar ó valor dfe f petos meios até agora conheci- 
dosi Jif^i^ attendendo a.que, nas transaegoes ordínarias, ataxa do juro 
varía entre 5 e 7, supporemos r = 5, e procuraremos verificarseesla 
hypothese é a taxa que se busóa. teremos entao 



Log. i,05 
+ 4xLog. 1,05 



= 0,0211893 
= 0,0847572 



on 



0,1089465 



Log. 275674,56 = 5 .4403967 
+ C Log. 200000 = 4' .6989700 
+ C.Log.205 = 7' .6882461 
+ Log.200 ^2 .3010300 

" • = 2(>'M286428 



Os resultados assim obtidos i^fátíá identicos se á hypotbese fossea 
verdadeir^^ t{ULa;,^(;aido, poréip, diyersos osjr-esttUacios, ejsendo.p se- 
gundo membro maior que o primeiro, estas circumstancias provam 
que a hypothese 5 é falsa e que é ménor qoe a verdadeira t$xaw 

Supporemos r == 7. Nesta supposigSo tereipos 



Log. 1,07 
+ 4xLog. 1,07 



= 0.0293838 
= 0.1175352 



0.1469190 



Log. 275674,56 = 5 .4403967 
+ C. Log. 200000 = 4' 16989700 
+ C. Log. 207 ^7' .¡6840297 
+ Log.2a()= 2 .3010300 

= 20''1244264 



Resultados diyersos: 7 nao.ét pois atas^. E porqueos^g^ndomem- 
bro é menor que p^ primeiro, a hypotbese 7 é iñaior que a taxa qae 
se bnsca, a quai consequentemente, fíca assim comprehendida entre 
SeT. . ■ , • . 

Ensaiemos 6. 



Log. 1,06 = 0.0253059 
+ 4 ><; Log: 1,06 « 0.1012?36 



Log. 275674,56 = 5 ,4403967 

+ C,li)g.2ÓO00O== 4',6 

+ C.L9g.206= T. 

+Log.20O= 2 .3010300 



0.1265295 
Resultados identicos; logo a tata é 6. 



20^:1265295 
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Se os resaltados nao fossem identicos, e se péla scia GomparagSo 
conbecessemos que a hypothese era menor do que at^xá, fícariaesta 
comprehendida entre 6 e 7 ; e entao iriamos ensaiar a hypóthese 6^. E 
assim contínuariamos $lé achar averdadeirataxa, ou,pelomenos, duas 
hypotheses entre aS qaaes fosse comprehendida, cuja diflérenca fosse 
tao pequena conio quizessémos. 

XLIII capital 2GOJÍ00O réts produziii 275:674;56 rmv, pos(o ü rm- 
der 6 por a juro composto. Quanto tempo l' esteve esse capüai a 
render? 

1.* Substitaindo os dados do problema na fórmtilá, teremos' 



d'onde 



mmnM = 200^000 x (i,06)*'; 

Log. 275674,56 + C. iog, 200000 



Log. 1,06 
1393667 



253059 



= 5,50 



tempo, que se busca, é pois compr^hendido entre 5 e 6 annos. 
Por consequencia o capital 200^000 réis terá sido posto a render du- 
rante 5 annos a juro composto, e a somma resaltante terá sido posta 
a render juro simples durante um numero z de mezes, menor do que 
12. Neste caso, teremos a fórmula: 

275*674,56 = 200*000 x (1,06)^ ^ + ¡55 ^ 0' 
d'onde tiraremos 

Log. U + A^xzy = Log. 275674,56 ¿-.5 .4403967 

+ Clog. 200000 = y .6&89700 , , 

+ C. log. 1,06 -='9' .9746941 
+C. 4 X log. 1,06 = - 9^ .8987764 

30^^^0128372 

Poi' cofisequencia^ 

' í + 7^x:; = l,03 

' 100 . ■ . • 1-, 1 . 

. . V,- ,! ■ 

6 1 , 

— X2=--0,03, üU s = -. 
100, . . . . , . . 2 . . 

M>go, , . ' . . , ¡ . 

=: 5Ví. auuos. ., , 
2.* Tambem se póde resolver o prohlfima, cálcnlando ás soii^maíí 



Digitized by 



^oil, ires^ quqíro, cmq, sei^ 

% vendo qoe a somiQa 4acU &^rá coQQpFebep^da e«lre ^ 
^ccmnolada ecq 5 anüos e a aocumulacU.em 6, coucluiremos qi^ o 
tempo que huscámos esfá eulre 5 e 6 aouos, e qoe é i(¡ual a ^ ^^aaq» 
e mais z mezes; sendo 2 frac^áo do anao» comQ pirece^eatemeQte- 

Para detei-mif^ c4)6ervareípQ$ que o caf^ul 300^000 réi$ pith 
^QZ S67i^64S,20a88 réis em 5 amios (prob, XI^)» e que se trfla ROts 
de calcular o tempo durante o qual deve estar a render o capital^réii» 
267¿>64Jf,S0388 píora produ^r S578í67^ réi^. Faremo« paia^a pro- 
porgáo, 

100 : (100+ 6 X :; ^7645,«)388 : 27^4,56; 

d'onde 

^674^ ^OO 
' *^ Í¿7$4^,203a8x6' 6' 

ou 



Logü 

t' — o - annos. 



XMY (^iUculai: ^ $iQm^ produi^ida pelo capitali 48()^0Q0 r¿f<, 
pp^p a r^nckr ^fíQx% a Juro cQm/ff¡st% durmt^ ^mno^. Suf^^oíi^ 
depois Íticognitos successiiainente os eftíu^Uos: ff>P(^nM, accumukiM, 
taxa do jurOy e tempo, calcular cada um deUes; resolvendo todos esles 
problemas pelos úiethod«s di£br^Ptes^ ^ SP^^yei eippregar. 

REGRA DE DESCONTO 

•273 Descontar é o mesmo que pagar anlecipadamente a troco de 
um abatiTSicmlfi^ ao quat ae diania ^C(»Ua deficónto páie,ser feito 
sóbre a importancia, de fazendas uegpciadas, e nes^e caso é o resol- 
tado de uma conven^ao entre os negociadores; ou é o juro que re- 
serva para $í quem aniecipa o págamento de letras a prazos fiios. 
Mas, a regra de juro e a de desconto náo téem o mesmo objecto; 
porque, pela de juro aeha-se quanto se ha-de receber ao fim de cerlo 
prazo, dando no principio 100 a tanto por % ; e pelantgra áa desdmto 
determina-se o que se ha-d^ dar no i^incipio de certo prazo a lanto 
por % para receber 100 ao cabo d'etto praso. 

ultimo dia de pr^^zo de uma letra de ordm éo ddado seu vená 
mento. . - : ? 

possuidor ou doné de uma letra póde traosmittir aoutremosca 
direito, determinando no verso da letra que se pague áordemd^nm 
possuidor a importancia delle recebida. É a isso que se chama endos- 
sar letra, (4o imian^o ad4(fssare — pór, po^^ a^ cq^$^ . 
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ob^eto da^ lecrks de eambio é evitar a ooiidao^ nalérial da 
moeda para logares distantes. As letras de cambio, como tgdos os ef- 
fdtos commerciaes, podem negociar-se pelo seu valor nomimlj ou 
a tanto por % mais ^u menos : na prio?eira hfpothese o uegocio é 
feito ao par; no segundo, com interesse; no terceiro, com damno, 

XLV Um sujeito pagou 2:000^000 a um bfinqueiro de Lisboa por 
uma letra de cambio sóbre o Porto, negociada d i por % de damno. 
Qml era o valor nmninal dessa letra ? 

Se 99 réis effectivos valiam 100 nomináes, 2;000¡íí)00 réis eítecli- 

vos deviam valer !22^!229 = 2:020á;202 réis. 

Desconta-se por fóra e por dentro. desconio commercial é feito 
por fóra, é, deduzindo da importancia nominal éa letra oa éoes- 
cHto juro relativo'á sua totaiidade, verbi fratia: por uma létra 4e 

100, descontada a 6 por %, o descontante receberá 106, ao fim ée vtm 
áDDo, e maiB ü jtiro de 6, que é 0,36, pois gira eom os 6 ta^ante Hse 
prazo. de^conto l^x se por áentro, dedozindo da imptorCancia somii- 
nai da letra o fnfo relativo á importaiicta do paf amento, ^ub o éasr 
contante antecipa, por exemplo : por uma letra de 100 a 6 por 
descontante paga 94,34 e reserva para si o jaro desta quantia = 
S,6604; de modo que 94,34 + 5,6604 = 100,0004. Eis a differenía 
entre os dois modos de descontar: o prim^ro é désigual, o segundo é 
perfeitamente equitativo para amboís os negociadores. 
Todos os proijicmas do desconto se resolvem pela regra de juro. 

D^CSDNTO ^OR PÓRA, OU iGUÁL hú JORO DO VALOR NOBWTAL 
d'oma LBTRA 

W274 XtiVI Oumto se póde Mmtar j>or '8^0|MK)0 réü, pagavéis em 
8 üíiéíées, á Pazéo B por % mmmes. 

'Gatotiia-se o úehcmto; « depois fadlttente se determiiará viior 
étctml tla letra, por dimüwri^. 

XLVII Uma letra de 10:000 Ubras foi paga 7 mezes aMes do 
cimento^por 9:825 libras. Quanto por cento ao mez lucrou o descon- 
tante da letrapela pagar de prompto ;i\\xcro referido ao anno). 

Escholio— Todas as questoes rolativas a desconlo poT'ldra se re- 
solvem pelo mesmo modo que as suas similharites de regra dp jijro 
sifliples. 

DESCONTO 1»0R DENTRO, Oü IGüAL AO JURO DO VALOR EFFEGTÍVO 
. D*ÜMA .lETRA 

»275 XIiVIII Descontar por dentro 10: 000. //¿>ra5 pagaveis ao cabo 
de um amo, a 6 for 
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Se lOO actuaes produzem 105 nomnaes^ x libras actuaes bao^e 

2 

procluzir 10;000 libras nominaes, d'onde se tira x ^ 9:523^- 16« 2^- . 

descoüto é pois 476^^ 3^ 9" - . 

Pelo methodo de reduc^ao á unidade, será assim : 

100 

Se 100 é valor actual de 105, o de 1 será 77^ ; e o de 10:000 

105 

. 100x10000 
'''^ 105 ' 

lEscholio— Sendo r a taxa do desconto, A valor actual, N vaior 
nomina], d desconto, e t prazo em que ha-de veneer-sea letra, te- 
remos; 

Se 100 produzem r na unidade de tempo, hao-de produzir rxt 
durante t unidades; e, por consequencia, 100+rxí seráo valorno- 
minal de 100 actaaes. Logo, para achar descontOj teremos : 

(100 + rxí):rxí::N:d 

d*onde 

, NxrxJt , , 

'^^ lOO + rxt ' 

ou 

Log. d log. N + log. r + Log. t + C. log. (100 + r x t), 

Da fórmula (a) se deduzem faciimente os valores de N, r e t, quan- 
do os outros tres elementos sejam conhecidos. 

N.B. Neste ponto táo adiantado da arithmetica, todo professor po- 
derá exigir de seus discipulos a applica^áo do methodo de reducgáo 
á UDidade, á resolu^áo de todos os problemas relativos a quantídades 
proporcionaes; náo obstante esforco a que esse methodo obriga a 
inteiligencia. 



RESüMO 

»276 Juro simples 
100:r::C:a;(i); -^^^ (0 

iOO:,x.::C:.^,,;.^.,^l^ (2) 

(iOO+>-xO:iOO::(C + .^^):C:C^ ^^;^^-;<^ (3) 

(iOO + rx.):.x.:(C+.^,^):.- ^ ^^+^'j^^^^x^ ^) 
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XLIX Deduzir de cada ntna da$ fórmukis (1, 2, 3, 4) um dos 
elementos do problema, quando $ejam dados os outros tres, Éhipliear a 
problema a que respeita cada uma das fórmulas. Enuncéar atgunspro- 
biemas deste genero. 

«277 Juro composto 

•^<'^=^-^o=¿oy- - <«> 

S(to=cx(l + 4yx(l + ¿^xz)... (6) 

L Deduzir das fórmulas (5, 6) o valor de cada um dos etemen- 
toSj quando sejam dados os outros ; empregando todos os methodos 
adequados. Eminciar alguns problemas de juro composto. Que lei de 
anologia ha entre os capitaes accumulados a juro composto, em annos 
iuccessvcosf 

•278 Descontos. 

(100-rxt):100::A:N A== ^ ^^^^'^'^^ .. (7) 

(100 + rxí):rxí::N:d;..d=^^^^ (8) 

(100 + rx/):100::N:A;A=j^|i^ (9) 

U Tirar áas formulas (7, 8, 9) o valor de cada vm dos elmentos, 
quando sejam conhecidos os outros tres. Propor alguns problemas re- 
lativos a desconíOj e explicar todos os methodos de os resolver (logari- 
thmoS) reducQáo á uuidade, etc.)* 



§ 6.** &en4is ferpetnas, auiidades. reidas Titalicias, peasées, se§Bro de Tidas, 
sejoro ■otne de Tidas, teitinas 

•279 Qnem toma um capital de óutrem póde obrigar-se a pagá-lo, 
(entre muitos modos dififerentes) : por annuidades durante um 
numero iiümitado de annos, chamadas rendas perpetuas e fóros; 2.**, 
por annuidades durante a vida do crédor, chamadas rendas vüalicias 
e pensoes; '¿.^, por annuidades dumnte um numero limitado de 
aonos. 

»280 1.*" Rendas perx>etuas. — Renda^ em gerai, é a annuidade 
correspondente ao uso de um capitai: é perpotua, se o crédor náo tem 
direito de exigir o capital; e póde considerar-se equivalente a um 
capital, cujo redito de cada anno é igual á mesma renda; e recíproca- 
mente, um capital qualquer é o mesmo que uma renda perpetua igual 
ao seu juro annual. 
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Sq.a^ reoda pfirpttuft iim dever cooiefar a pafdr^ edoao t annos 
(iapoiy és ^iT^imaíto o Gontracco^ oi^oblaua «erá : <n»<cu<ar o mior do 
capitol fttc, m fim efe (t ^ 1) annos^ f^wdmi o ^qmvaUnte m copiéal 

R X 100 

— j; — ; sendo R a r^ncía ajustada. 

resultado, dedazido da fórmola (5) do será, fazendo as 

sobstitui^^oes adequadas: 

R X 100 . /, , ^ 

• -7--^^(* + io6), 



isto é, 



R X 100 

C =.-í:u- , . 

»281 2.« Annuidades — Umá annuidade, a que alguem se obriga 
durante certo numero de annos, póde ser considerada como a difTeren^a 
de duas rendas perpetuas iguaes; sendo a primeira pagavel desde o 
primeiró anno veneldo dcpois de feito o contracto, e a segunda desde 
Iflm de (t + í) annos vencidos. Assim, querendo-se Calcular o valor 
actual de uma annuiéade A, pagavel durante t annos, hTpor%; dis- 
correr-se-lia peló modo seguinte. 

Como valer da primeira renda perpetua será ^ ^ e o 
A x<oo 

da segunda será (l."j / , , _l V' ^ differenga destes dois resultados 

deverá ser o capital C equivalente á anu\iidaJo duranle t annos, o 

quai será, pois : ' 

^ AxlOO /. i \ 

C = X / i— 



- , Axioo Lv "^ioo^ ~M 
ou c = x^=—. =; 

d'onde 

log. C ^ log. A + log. 100 + log. [^(i + ^ 1 j 

. +Comp..log.r + Comp.log. (i + ^y. 

. . Ol)a€rvuQl^Q.— Qs quatro elementos (te um problem relativo a 
aauuidades sáo C, A, r e isto é: capHal, anauidade, taxft e tempo. 
obje^ 4a fórjo^la precedente é dar a d^ermioagao de uma dessas 
quaíro quantidades, quando sáo dadas as outras tres, 
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- LU Um mriío «iMfl^trw mia kerdf^ie cm n conéigm 4$ pa^ar em 

í% mnuidaik^ ^ iWfí900 réis a impmimcia a¿mMa, Stiffm'^ 
j^ro a 5 por % p deseiü-H Mber o verdadeiro valor da hirdai^ 
i8to é:, a qmnUia que seria necessario pagar áe contado^ sem daimo 
áe parte a poirU^ 
TereaM)s : 

log. C = log + í + log. f (1,05)« — 4] 

+ Comp. log. 5 + Comp. tog. (4,06)«. 

Bacholio — Qaando a incognita de um problema relativo á annui- 
dades é a taxa, a sua determina^Eo nao poderá eíTeituar-se arithmeti- 
cabienfe den^M) pelo mesmo methodo de ápproxima^^ empregado para 
calcofar a taia do juro relatiTa a um problema do jaro composto 
(n.« 2tf , prob. LI). 

•282 3.«ileiidas Yitaliolas, e pensoes — Chama-se rendavi' 
talicia a uma annuidade, tjue cessa pela morte do sujeito nella inte- 
reséádo, ou peíá morte de alguma oütra pessoa designada convenienle- 
iticnte; obrigando-se o que recebe a renda a pagar certo capilál, lógó 
qtíe morra a pessoa sdbre ctíja vida a renda é ftindada. 

que recebe a annuidade é o devedor, porque se obriga a pagar 
eapltal que a renda representa; ó que a paga é o crédor. No irato 
mercanül os calcaios relativos a rendáS viialicias s5o fellós por juh> 
cófhposlo. 

A péB!s§W> vitalioia, fornecida por algum monte-pio, oupor (piak 
quer ootró pensioneiro, nio é o mesmo que a renda vitalieía : ao ittoftte- 
plo ou aó penskmeiro, qne é quem ha-de pagar a pensSo, ficalrá de dl- 
rdtó perteneenáo o capital desde o fallecímento da pessoa oa pessoas 
p^dnádás. 

ümá renéá vitáíícia é verdádeiramente umá annuidadé, pagavel 
dúrante taétos antios ^uantós os que terá dé vida futura provavel ó 
indivídtto sóbre a vída do qual se institue at rénda. capitai, (Jtte^ b 
de\'eéor sé d)rigá a págár, é fgnal á sommá das annuidadesqueoih- 
stituidor da renda devefá pagar até ao termo provavel da sua vldá, 
accumuladas com os respectivos juros, e juros de juro, segundo uma 
taxa desígnada. Se a pessoa, sóbre a vida da qual a renda foi estabe- 
lecida, fallece antes do termo provavel da sua vida, o devedor perde- 
rá; se continuar a viver depois d'esse termo, o devedor ganhará; se 
viver exactamente até ao dito termo, náo haverá perda nem ganho de 
parle a parte, e o devedor, que é o segurador do capital, terá sido 
mero'administrador de fundos de outrem, com responsabilidade e sem 
lucro. Todo o contracto desla especíe, considerado á parte, é extre- 
mamente arriscado para o segurador do capital : porém, como os ban- 
queiros que fazem d'estes negocios, fazem centos, milheiros delles, o 
caracler alealorio reduz-se, gaaham n'uns, flcam prejudicados era ou- 
tros, e a flnal tjram o seu interesse. 




Vida provavel, correspondente a nma idade determinada, é o 
üumero dos amios que devem decorrer para que o namero de pessoas 
daquella idade fíque reduzido a metade. Se de 1000 recem-nascídos 
só SOO chegam aos 30 annos, 30 annos será a vida futura provavelde 
uma creanga recem-nascida; e, com effeito, visloque metade deve mor- 
rer antes de 30, e que ha-de passar de 30 a outra metade, nesse limite 
as probabilidades de viver e de morrer serao iguaes, e delle para 
diante augmentará cada vez mais a probabilidade de morrer. 

Lei de mortalidade. Se considerarmos um grupo de iodivíduos, 
todos de certa idade, e se dividirmos o numero dos failecidos n*um 
prazo certo peio numero total dos do grupo, obteremo^ uma razao 
geometrica, que será a iei de mortalidade relativa a essa mesma ida- 
de. Por exemplo: se de 1000 recem-nascidos ha 500 supervivenles aos 
30 annos, e se d'estes restam 495 aos 31, a razao (500-495) para 500 
ou 1 por 100 é a lei de mortaiidade aos 30 annos. 

Vida media, relativa a certa idade, é o numero de annos de vida 
que os individuos dessa idade deveriam ainda gozar, se d'esse termo 
em diante a somma dos annos de vida de todos em commum fosse re- 
partida igualmente por cada qual. 

A taboa de superveniencia, mais geralmente empregada paraade- 
terminagáo da vida provavel, da vida media e da lei da mortalidade, 
em todos os contractos instituidos ^bre a vida de alguera, é a de De- 
parcieux. Abaixo apresentámos esta tal)oa, com a de DuviUard, que 
dá uma lei de mortalidade muito mais rapida, e que por essa razao 
náo é tao adequada como a prímeira ao estabelecimento de rendas 
vitalicias. A de Duvillard, tirada da populaQáo inteira, faz conhecer o 
numero de superviventes sóbre 1.000.000 de individuos; ade Depar- 
cieuXy tirada das estatisticas da mortatidade dos instituidores de ren- 
das vitalicias, é baseada sdbre l:28&factos. A taboa de Kerssbopm, 
adoptada pelas associa^oes de seguros de yida, baseada sóbre 1:400 
factos tirados das estatisticas das companhias de seguros de vida da 
Holianda, tambem vae reuoida ás duas precedeiites no qu^dro se< 
guinte , 
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iJ^obXs^ia t — Dftermm(ir a ki tda nm'taUieldei seg^nde Depar\* 

cieu^y isto 'é\ calctddfr quaiítos inüviiiuos mm ceMa iiaie morref$ 

duranU um anm. 

Seja 3d aoBO^ a idade. do$ ináiv)d&s^jM^ \ú d^ laoreklíáade s^ 

cpier detérmiBar. Toma-se o Bopaercl dqs -supMrvíve^tQ^ de 3& ai^$^ 

qae é k%y dimiime-se o nüméro úol qne ehegam aos á7 atmos» que 

é 464, & dÍTidfi^se a 0iftre&Qa 6 por 470. {¿ogi^ a lej 4^ igor^Udád^ 

aos 86 amtos de idade é na razao de^ 6 pars^ ou |3 

Probloma H — Calcular a viáa jkitura prgmv^ fR^ 36 amos d$ 
idade, segundo Diparcieux. 

De 470 lnctiTi(}eos de 36 aonoSs h^verá protaTOlnteiite 334 snper^ 
viventes aós 68, isto é : sómenle laetade d$qiieii€Í numero. Logo^ 
(def,), a vida proYawl áe tun. indivi|uo d^ 36 amios.será 68 — 36=p 
3á annos. . . ' , 

BrQl)l6^d; ni — flalcular a vida\ meáia futvuraJ^s individum d$ 
7Q mnos, segmdB- a taboa ée Kerssbcpnn, l 

178 individaoa de 70 auflos;^^ s|pp9e-se que virem ítndft í anr 
nPy ou 47^ aimas ao todo; mas fu) éabo d'es«« annd só restam f65r 
esses i65 yivem mai$ om anno ou l^^ anttps oo tpdo; os res^ni 
tes vivem miais outro anno, oii ^^nos ^ eoapuim; e assim 
chega a; ofinehiir qi|e viverao em dommom mai$ 1|5 annos, e níaig 
e tpats it^, 6 114, e i04, e 93, é 8^, . . . ^ . , j|té qu^ afinal aída- 
de de 96 annog ch^gitrá um unico dqs 175 individaoi Ássim, os LlS 
indivictftos de 10 annps hio-de ainda .viver, ao toáo, 17$aBtto$4- 
annos + IS^ annos -j- 14S annos.r|- 135 aimoa -f 1 anno =* 

1^95 anno^ : e, por (¿nsequedeia, o lumera ifiedio 4e annqs da vid^ 
aos 70 ó igial a 1695 : 175= 9,69, o|i qu2^ tO ^ncjs. 

A determiaa^aa di vida tvkV&rá prt>vavef dé estéet ipdividúoé indfs- 
pensavBl para o calcnla da% ratid^ vltaiicias, óa ^s.séguros de vída. 
A determíaaQlo da v)da. futura médl^ de cada ii\ákvl im é necess^ia 
para.p ínesmo ñm qiie á dft viáa.fau:|r2l provavei; pc l& lia qoem jal^ 
g^ i¡fí2á^ (jénvfm^té aj^eñt^r to^s o^.cafet^s 'ie iethroc^^vidas^ 
ott de ren^as vttafíei^s, sñtrre a vída médii^ em Íogai dg ser sóhre a 
vísá ppov$vel. - - 

Serv^ 4 iet da mt)rtali^de, nas (issoc^dess ^ legaros owmK}^ 
para répartir as her|ui4a& dos s«g»r!ados f^^W^eidosslqttando 
ciadQfe éúhsm idade^ réttiite djfferentes, e, pcirco&se^uítocia^ díreito^, 
muitp d^guaas. ; ; 

Por exemple : v%j)bonhp5|o¿ iiffia.$ocieí&lü-da áegjiu^ muyun, pan> 
stilutóa por tr^K ¿di icj^qsí uffl de 2Í mtm de SB, e o«ra áb anr 
nos, áiiralite úin ^ioq^enmc»; o ñtrai id Q imeáMr^ertatpaBtiá 
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m phgméé eem aíftitódslcle, com a conéR^ao de sef disiHbtíldo p^foi 
snper virentefS, ao flm do t)razo, o ftrado commuin; Éata síódeidááe séHá 
tnanifestatnenle desigual ée a repartlgao do fnndo comnWitti p#>s stt* 
perriVítates fóSse shtíplestóente proporcíónal aos cápitaes: ^ feegtrfft^ 
de fÍ9'atinos dé éerto (jüe terfa menor pt\)babi!idade fltí viVer lifiaís ll 
annos do pe o segurado dc 80; e muttoifieiiorxítíe odegi Aos SKIW 
riós, o tiáco futnrdde mótret é éíffe-éflso pdft M de ádíírtrtaHdáde resj^fl 
va, qm é, séfeundo Depárciénx, etn tíftco annos, (»45 5iT) t úk^^ 
1 : 49; o «síco ftttütio dé ttiorrer, áóls 36 ánnos ó igualÉieáte étpWíáW 
pela tói (470—444) : 470=i±= 4 i 18; é ó rlsco demóiteí*,áí)s'99édádo 
pela lei {8f& — S7¿) r 329'^ i : 6. Aseim, i)ara * soéiedadéiséja 
eqüllálivá é' hécessario qoe » het&ñ^ráb sodo fallecldó íjeja i*eparttá& 
pek)g superviv^tes prop<^onáltíietite ao risco que elle^ tíonrittttíí de 
morrer duranle o í}uim}tiennití, nó acto dei ajusté.- PW^exettípij: S0 
morrér o socíé de í?9 annos, o fundo cotftmnrri, aó cál>^ do pra^ ájttS- 

lado, será repartído pelos de 22 e 36 na ra^io de para;^- se faj; 

lecer o de 22, a reparliQáo será feita pelos superviventes na razáo de 

I para 1; etc. 

»883 4.f> ^einiros sóbre €t vida. Q premlo do Mfttro pódé ser 
pago m prestagoes regalares, ou .póde set pago anteftipa^tnBnte e 
de uHQa $ó vbe, e^ neste caso, charaa^se pr^o áo segarou 

Segura a vida quem quer deixar a seus herdeiros utoa quantia de- 
teminada; segura*a^ quem precisa pedir dinheiro emprestadfi e dar 
ao orédor, como fíanga^ o título do oapital instituido sdbre a sua vjda 
em «pialqi^r companhia seguradora; Síegura*a, aiiida, Quem p^ein^ 
prestado sébre uma beran^a eventoai, e quer dar como peBhMr o og^^ 
tt'acto feite com a oompanhia, eio., ete. Tarabem se coniraet^ oom 9Ma9 
mesmas cooipatiliias a formagao de um.eapital, em proveita do preb» 
prio segurado, bu destinado ao dote de umaütha^ou áremir<mfnfilho 
do serviQo militar, etc, etc. 

Para eftabelecef fima associUgSo de ^^nro^ mutMQ^^,i^9^Si^^im-se os 
individuos qüé querem segurar^sé, contráhem uns com outros as obri- 
gagoes qu^ ajustariam com uma companhia de seguros, e elegem en- 
tre si oá qfje devern ficar encarregados da áíJíninistraj^So dos capilaes. 
Deste modo cada associado é ao mesmo tempo segurado e segurador; 
os riscos cerrer sáo coínmuns, e a í^sociagao encevra em si os ele- 
mentos da prqpria conserv^Qa^. Estas sociédades oíférécem mais aos 
segurados a Vantagem de economisarem o premio, que deveriam pa- 
gar a uma companlJia de seguros, t)Qla admiqi^tragáo dos fundos de- 
positados. ' \ 

*284 5.° Tontina, (de Lourenco Tonti, napolitano, que foi quem a 
introduziu em Ff^n^a em 1653), e üida a^q^ij^áo ^e individuos em 
idades iguaes, obrigadoi a páj^át* ceria annuidade emquanto vivos, 
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com a ooaidi(3o de qne os sopervenientes serio os berdeíros das an- 
noidades pagas pelos fallecidos e dos respectívos joros compostos, até 
ao fallecímento do altlmo. Para exemplo» supporemos qne se trata de 
fondar oma tontina entre 100 pessoas de 40 annos. A maior doragao 
da vida humana, com raras excepgdes, é 96 annos, e póde-se prever 
qoe, dos 100 associados sómente 1 chegará aos 96, ou viverá maís Ií6 
annos. Para se obter a quota parte da annuidade dos associados, cal-, 
cular-se-ha pois como se fosse um só individuo Ciom 56 annos de vida 
futura provavel : e assim, pois, para o banqueiro fundador de uma as- 
socia^ao tontineira será indífferente que os assocíados sejam muitos 
ou que sejam substituídos por um só com 56 annos de vida provavel. 
Mas, relativamente a cada associado em particular, principaimente 
quando tenha mais desejo de gozar certos regalos, compativeis com um 
capital determinado, do que de accumular capitaes para deixar a seus 
herdeiros, ou quando herdeiros náo tenha, é-lhe muito mais vantajoso 
fundar sóbre sua cabe^a isolada uma renda vitalicia em logar de en- 
trar em qualquer assocíaQáo tontineira. 



Lin Um komm de 50 mnos quer segurar a sm vida, em beneficio 
de seus herdeiros, em 20:000^000 réis; as rendas devem ser pagas an- 
tedpadamente a praxos de seis mezes. Qual deve ser a innportancia 
dessas rendasf 

homem que tem 50 annos, terá ainda 21 de vida futura prova- 
vel, segundo Deparcieux, ou 42 semestres. Alem disso, as rendas do 
segurado, apenas recebidas, seráo convertidas em fundos pubhcos, 
que supporemos a 6 por % s^niio. Assim, a questáo reduz-se acal- 
ealar a importaneia A da renda a 3 por 7o, que, pagavel durante 42 
prazos iguaes, produzirá ao cabo um capitai de 20:000M00 réis. 

Teremos, pois, (n.° 272). 
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TTPO 00 CALCULO 

GALCULOS SUBSIDIARIOS 

0.0128372 =log. 1,03 
42 

0256744 
513488 

0.5391624 = 10^. (1,03)« 
(i,03)« = 3,460687 
[(1,03)« — 1] = 2,460687, 
cujo log. = 0.3910564. 

Logo, segarado deverá pagar, durnDte os 42 semestres da sua 
vída futura provavel, 236^732,4 réis no prmcipio de cada semestre: 
6 desembolsará poís, 9:942J¡760,8 para obter 20:000^000, se gozar 
todos os 21 annos de vida; mais ou menos, segundo viver ms^s ou me- 
nos do que os ditos 21 annos. 

LIV Dez indíviduos de 30 annos desejam instituir uma renda vi- 
talicia equioalente a 12:000jl000^ recersivel de cada um para os su- 
pervicentes até o uUimo. Pede-se a quota de cada um, pagavel ao prin- 
clpio de cada semestre. 

A taboa de Deparcieux mostra que, dc 500 individuos de30annos 
haverá sómente 50 ao cabo de 53 annos, isto é: que dos dez associa- 
dos haverá um sapervivente aos 83 annos; mas, esse herdeiro univer- 
sal, na ídade de 83 annos, ainda terá 3 annos de vida provavel : logo, 
a questao proposta reduzír-se ha a caicuiar a renda A, que, pagavei, 
durante 112 semestres, deverá produzir a 3 por Vo 12:000íi000 réis. 

Esoliolio. — Se os associados tivessem idades diíTerentes, sendo as 
differen^s diminutas, fundar-se-hia a renda s6bre a idade media : 
mas havendo grandes difTerencas entre ás idades, calcular-se-ha só- 
mente sóbre a vida provavel dos associados^ cuja vida futura será pro- 
vavelmente mais dilatada. 

LV Um individuo de 36 annos quer instituir uma pensao vitalida 
de 240¿;000 réis, para uma filha recem'nascida. Qual é o pre^-o que o 
segurador deve recéberj para cumprir a obrigagdo que contrahe com o 
^eguradof 

Um homem de 36 annos terá ainda 32 de vida futura provavei: ao 
Hni deste prazo a interessada terá 32 annos, e poderá provavelmente 
viver mais 35 annos. Sabe-se que a taxa do juro é 6 por % (pouco 
mais ou menos), pois está dito que todas as qoantias recebidas pelos 
seguradores sao logo convertidas em inscripgóes (prob. LIII). Por con- 
^equencia, o problema proposto reduz-se ao seguinte : 

LVI. Calcular o capital qtie em 64 semestres, a Qpor %,poderá 

i7 



Log. A = Iog. 20000000 = 7.3010300 
+ Iog. 0,03 = 8'.4771213 
-f C. log.(l,03) = 9'.9871628 
+ C. log. [(1,0.3)42 — 1] =9^6089436 

= 5.3742577 

= log. 236732,4. 
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produzir um capital amortizavel em 70 semestres, por pagamentoi 
de réis. 

Para resolrer o problema, calcala-se prímeiramentejo capital amor- 
tizavel em 70 semestres, mediante pagameatos de 120^000 réis e a 
3 por %, valor d'esse capitai ó delerminado peia seguinte fórmula 
(n.o281): 

_ imm X 100 [(1,03)70 -- 1] 
3 ^ (1,03)70 • 

Depois, calcular-se-ha o capital X, que, em 64 semeslres, a 3 por % 
produzirá C, e será X a somma, que deve pagar o segurado (e sub- 
scriptor). Teremos, pois, (n.° 272) 

XX (1,03) X ^^^^^,^ , 

ou 

120í;000 X 400 X [(1,03>70— 1] 



x= 



3 X (1,03)«* X (1,03)70 



TTP0BOCALmO 



Log. X = log. 120000 = 5 .0791812 
+ log. 100 = 2. 
+ log. [(1,03)70 — 1] = .8399674 
+ C. log. 3 = 9^5228787 
+ C. log. (1,03) w = 9M784192 
+ C. log. (1,03)70 = 9M013960 



= log. 527038,7. 



> 5. 7218420 



CALGULOS SUfiSmL\RIOS 

0.0128372 «log. (1,03) 
70 

0.8986040 = log. (1,03)7« 
(1^03)''o=: 7,91779 
[(1,03)70 — 1] = 6,91779 



0.0128372 = 
64 

513488 
770232 



^log. (1,03) 



0.8219808 «-log. (1,03)« 



Logo, prego da pensáo vitalicia ajustada é igual a réis 527 j038,7. 

Agora pergtittta-se: se em logar depagar o prego da pensáo, o se- 
'^gwrado quiter pagar em présikigde^ mensaes, qual deverá ser o valor 
decadaumaf 

LVll üm sujeito de W annos dtidade possue im capttal, que trm 
'por tma pensao vitalicia úe 1600 hbraspor mno, Qual é o valor d^esse 
capital; suppondo que a pensao deve ser paga antedpaáamente no prm^ 
cipiú de cada annof A taxa do juro é 6 por o/o- 
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LVUI Suppondo que se associam 50 tneninos de 1 anno, durante 5 
annos, com a condigao deqae os superviventes seráo os herdeiros dos 
que fallecerem, e suppondo ainda qtie os respectivos subscriptores pa- 
garao por cada menino assodado 45JI00O réis ao principio de cada 
semestrcj pergunta-se: qual será o resultado provavel da liquddagao da 
sociedade? 

N.B. A associa^áo faz modificar em beneficío dos segurados, os 
calcalos, como alguns dos precedentes, feitos sóbre a cabega de xm 
só individuo. Mas nao é proprío d'esta obra entrar em maiores des- 
envolvimentos. 
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ARITHMOLOGIA 
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Ibttieiiiatícas, (de/<>ad^<rtc, sciencia, disciplimj, sao a scienr 
cia das quantidades. Esta deflni(ao> postoque antiga, é a mais 
exacta; mas está longe de dar uma ideia precisa da elevada 
importancia do seu objecto. 

A mathesiSj ou a sciencia, era entre os Gregos a reuniao 
de todos os conhecimentos evidentes e cerío^; algumasnocoes 
de arithmeticá, de geometria, de astronomia, de musica^ e, 
posteriormente, de mechanica e de optka, constituiram a sua 
imidade. 

A palavra sciencia demonstra, na sua etymologia, a distincta 
estimagao e a ideia subida e justa que os aníigos faziam dos 
conhecimentos, cuja totalidade ella designava. Hoje, cadauma 
das partes da mathesis constitue um ramo á parte, ou tem li- 
BDites a^sás distinctos ; a estructura da sciencia é magestosa e 
inanensissima, e o seu nome nao se emprega senao no plural 
-^nmtheínaticas. 

Methodo é toda a regra particular, que se segue para adqui- 
rur conhecimentosscientificos, ou para enunciá-los depois de 
adquiridos ((«t! e oábc, por^ e caminho). 

Ha dois methodos geraes: o analytico e o synthetico. 

Methodo analytico é o modo de raciocinar procedendo por 
via de decomposifao do composto ao simples, e elevaqdo o 
pensamento a pouco e pouco do particular e determinado ao 
tuuversal e indeterminado (¿váXüjti;, de ávocXuw eu deoompo- 
nko). 

Methodo synthetico, pelo contrario, é o modo de raciocinar- 
procedendo por via de composicao do simples ao composío, 
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fazendo descer o pensamento a pouco e pouco desde os prin* 
cipios fundamentaes até á questao particular que se trata de 
resolver (aliv, juntamente, e th€si$'lat. = de TÍdyijjLt, pór.J 

' methodo analytico é por excellencia a via pela quai a 
nossa intelligencia progride no descobrimento de conhecimen- 
tos scientificos : o methodo synthetico é mais excellente para 
ensinar a outrem os conhecimentos adquiridos. Mas o metho- 
do mathematico nao é puramente analytico, nem meramente 
synthetico: é composto dos dois, que dest'arte se reforfam e 
completam mutuamente. Por exemplo : o methodo pelo qual 
s5o distribuidos e travados os conhecimentos expostos neste 
tratado é puramente synthetico, porque procede do simples ao 
composto, ou descendo dos principios fundamentaes ás ques- 
toes particulares ; os methodos pelos quaes se vai provandoa 
veracidade dos principios e regras de calculo numerico sao 
umas vezes analyticos e outras vezes syntheticos. 

methodo synthetico é tambem via segura para descobrir 
conhecimentos novos; ligando entre si de certa maneira mui- 
tas verdades, de cujo encadeamento resultam muitas vezes ver- 
dades novas. £m summa, todo o mathematico, segundo as 
circumstancias, procede analytica ou syntheticamente para in- 
ventar, para expor ou para demonstrar. 

Axioma é toda a proposicao tao formal, ou deumaeviden- 
cia t3o immediata, que bastaenunciá-Iaparaseperceberasua 
veracidade. Taes s3o: o todo é equivalente á somma das suas 
partes; o todo é maior que cada uma das suas partes; duas 
coisas iguaes a terceira sao iguaes entre si ; se duas coisas 
sao iguaes, e se sdbre ellas se effeituam operac5es iguaes de 
parte a parte, obtéem-se necessariamente resultados iguaes; 
etc, etc. 

Todas as sciencias téem os seus axiomas, que sao a base das 
síuas demonstrac5es ; e sem o concurso dos quaes sería ímpos- 
sivel apurar a verdade. 

Postulado é uma proposi^ao fundamental, prática, que es- 
tabelece a possibilidade foimal e evidente de realizar certa 
coisa. 

Theorema é uma proposi(3o especulativa em que se aíBrma 
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uma coisa, cuja veracidade nao póde ser reconhecida e admit- 
tída sem uma prova. (Oewpcx;, contemplacáoj. 

Em todo theorema se distingue : hypothesey ou hypothesis 
(wcb, debaixo, e thesis), que é uma supposic5o admissivel s6- 
bre oma ou muitas coisas, e que serve de dado, ou de funda- 
mento á demonstrac3o do theorema; these, ou consequen^ia^ 
que é enunciado da verdade estabelecida. . 

Muitas vezes a hypothese é meramente uma definifao do 
objecto. 

Por exemplo (n.^ 158): se um numero é o ultimo termo de 
uma progressáo arithmetica (hypothese, que é a definÍQao do 
objecto), elle é igual ao primeiro termo, e mais tantas vezes 
a razáo quantos os termos gue precedem o ultimo (these, 
que é a afiirmaQ^o da verdade). 

E (n.^ 83) : se uma somma se divide por um numero (hypo- 
these, que nao é uma definicao), o guociente dessa divisáo é 
igual á somma dos guocientes parciaes, gue se obtéem divi- 
dindo por esse numero cada uma das parcellas da somma 
dada (these). 

Demonstragáo de um theorema é toda a argumentac^o pela 
qual se estabelece com evidencia a these do mesmo theorema. 

Demonstrar, é decompor a proposicao enunciada, separar 
os seus elementos, e fazé-la dependente de um axioma, de 
um postulado, ou de alguma proposiQlo precedentemente de- 
monstrada. Todas as demonstraQoes sefundampoisemcertas 
proposicoes, cuja verdade é incontestavel, isto é: s6bre um 
Criterio^ da verdade ; pois sem esse criterio sería impossivel 
elevar-se o pensamento até á certeza. 

Ha tres especies de criterios logicos, e, por consequencia, 
tres modos difi^erentes de demonstrac^o, a saber: 

1. ® Oprincipio de corJradicfáo e de identidade; 

2. ** principio de exclusáo; 

3. ® principio de razáo sufficiente. 

S6bre estes tres principios assentam as tres proposíc5es 

^ Criterio (x?tv»> julgar), caraeter distinctivo para díscemir o ver- 
dadeiro do falso, o bom do mau. 
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gmes segQÍfites, qae s3o os fuiidaiDeDto de todos osdossos 
coDhecimentos: 

Se dm obfedús $áo identíeoSf tudo qmntopúde afíir- 
nmr-ee de um póde igualmente ser affirmado a respeito do 
ouiro. Quando se náo póde agirmar de um ob^to tudo 
quanto se póde affirmar de outro^ os dois objectos nao sao 
identicos. 

Dois objectos que se exchiem mutuamente náo podem 
existir conjimctos. 

3.^ Toda a proposifoo, cuja consequenda é falsa, é neees- 
sarkmente falsa. Se as cansequendas de umaproposifáosSo 
verdadeiras, essa proposifáo é necessariamente verdadeira. 

As demoDStra(oes Diathematícas foDdam-se, geralmeDte, sd- 
bre os principio de contradicgáo e de identidade. 

Reeiproco de um theorema é outro tbeorema, CDja hypo- 
these é a these do priDieirO; e coja these é a hypo&ese do 
Diesmo priDieíro. Por exemplo: se se dividem dois ou muitos 
mmeros por um mesmo numero, e se addicionam os quo- 
cientes parciaes (hypotbese), a somina obtida é igual ao quo- 
dente da divisáo da somma d'esses numeros pelo mesmo di' 
visor (these). Este theorema é reciproco do dedozido do priD- 
cipio do D.^ 83. 

Muitas yezes um tbeorema adDutte moitos reciprocos; isto 
acoDtece quaudo a hypotbese é complexa, isto é: quaDdo se 
póde decompor em muitas proposiQoes parciaes» iDdep^eo- 
tes umas das outras. 

Porque um tbeorema é verdadeiro uao se segue que todos 
os seus reciprocos sejam igualmeute verdadeiros; e é sempre 
Docessario demoDStrá-los^ quaodo diles uao se deduzem im- 
mediatamente dos seus directos, e sejam verdadeiros; ou 
mostrar a absurdidade dos que o d3o sao. 

Mas ba theoremas iDsusceptíTeis de se revirarem; e esses 
d5o téem reciprocos. 

problema está defiDÍdo (n.^ 149) {%^\ adiante; 
lanfar). 

Em todo probleoia se.distiDgue: Siproposta, Sí^olufáo, 
6 a verificafáo, ou demonstra^o. 
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UmprobtoQíia coDTerte-se em tbeormia fazendo da solucSo 
iHBa hypothese, e da proposta uma tbese; a demonstraoSo 
swá a mesma. Por exemplo, (n.** 152): seummjeito tem 45 
annos de idade, e oiitro tem ese ambos viverem mais 15 
OftiN^ (bypotbese), a idade do primeiro será ent&o duplice 
da do segundo (tbese). 

CoroUario é uma consequencia immediata de um them^- 
ma; mas ccmsequencia, cuja demonstraQSo é tao simples que 
pikie até supprimir-se, sem que d'esse acto resultem incon- 
venientes. 

Lemma é toda a proposicao prebminar, que se estabelece 
para que sdbre ella se possa fundar immediatamente a de- 
monstraeJk) de algum theorema, ou a resoluoao de um pro- 
blema (Xa(jL6avw, eu admtto). 

EÉchdlío é uma observaQio produzida sóbre uma ou muitas 
IHtiposicoes precedeirtes, cujo objecto e^)edal é: demonstrar 
a extensao que se Ibes póde dar, as restricfdes a que s5o su- 
jeitas, a sua connexao, a sua utilidade; e muitas vezes tam- 
bem estabelecer novas definicóes e novos theoremas, ou re- 
solver novos problemas. (De (sypkio^, nota; de (jyok^, vagar, 
odOy estudo). 

As demonstracSes podem ser immediatas, ou mediatas: 
immediatas s3o as que se fundam sóbre uma verdade evidente 
por si mesma; as mediatas fundam-se sóbre verdades, que, 
por seu turno, precisam ser demonstradas. Aindapodemser: 
directasy e indirectas. Uma demonstracao é directa, quando 
deduz a veracidade da these da relafao existente entre esta e 
um principio evidente; é indirecta, quando, suppondo que a 
tbese é incerta, deduz uma contradicfao com algum principio 
evidente, ou com a bypothese do mesmo theorema. 

Por exemplo: a demonstracao do principio do n.^ H6 é di- 
recta; a do principio do n.° 129 é indirecta. 

Nao se póde empregar este methodo indirecto (ou de re- 
ducfáo ao absurdo), senao na demonstracao das proposiQoes 
reciprocas, ou nas d'aquellas que estao tao intimamente liga- 
das com outras, que será impossivel suppo-las falsas sem in- 
verter essas outras, cuja veracidade se tem tornado evidente. 
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Qaando se trata de demonstrar uma proposícao dírecta, a 
redac^o ao absardo d3o póde satis&zer a intelUg^cia, por- 
qae d3o a esclarece oada sM)re a orígem da propriedade qae 
coDstitue objecto dessa proposi^ao. 

Muitos autores téem abusado deste methodo de demons- 
tra^. 

Quasi todos os priDcipiantes sao propeusos a ai^nmeatar 
falsamente por dois modos diversos; e coovem que coohecam 
bem esses modos, qae, em termos de logica, sao: o drculo 
vicioso, e a petifáo de principio. 

Circulo vicioso é uma especie de argumeotacao, apoiada 
isq^licitameote, ou explícitameote, s6bre uma proposi^So, 
que, pela deduc^o logica seguída» oao póde ser provada se- 
n3o com o auxilio daquella que se quer provar. 

Petifáo de principio é o raciocinio em que, para se \le- 
moDStrar uma proposicSo, se toma por priocipio a mesma 
proposiQSo. É uma especíe de circulo vicioso. 



A maioria dos matbeinaUcos rooderooscon- 
sidere ainda a Ungu* 4útMkuios(ConiiU§c), 
e outros erros similbantes, como o mais sa- 

blime esfor^ da iotelligeocia bamana ; 

roas é realmente am desacerto bem repreben* 
sivel dirigiros estadanlet por obras, qaenSo 
t2o ootaveis sen2o pela falta absolota de ideias 
pbilosophicas. 




ARITHMOLOGIA 

LIVRO I 

NUMEROS COMMENSÜRAVEIS 



CAPITULO I 

PROnUEDADES RESPECTIYAS AOS lODOS DE CONSTRICCAO DOS NUMEROS 
§ i.o lultipliusif 

285 Producto de muitos factores é o que se obtem muUi- 
plicando os dois primeiros, o resultado obtido peló terceiro, 
este resultado pelo quarto, e assim successivamenteatéaoul- 
timo factor, 

Exemplo: axbxcxd, significa: o producto de a por 
b, que é p, multiplicado por c, o que dá r; e depois o resul- 
tado por d, b que dá P. 

286 TheMrem. Um producto de mmeros inteirosnaomuda 
quando se invertem os factores. 

Para demonstrar este theorema, torna-se necessario estabe- 
lecer os lemmas seguintes: 

1 .® Um producto de dois numeros inteiros nao muda quan- 
do se invertem os factores. 

Sejam a e b os dois factores do producto. Multiplicar a por 
b é repetir cada uma das unidades, que contém o multipli* 
cando a,tantas vezes quantas as unidades que formam o mul- 
üplicador b, e sommar os productos parciaes. Ora, o producto 
de cada uma das unidades de a pelo factor b é igual a b uni- 
dades : logo, o producto axh é formado de b (unidades), repe- 
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tido tantas vezes quantas as unidades do factor a, ou é igual ao 
producto bXa, i'sto é: aXb=bXa. 

Corollario — Oproducto de tres numeros inteiros náomuda 
qmndo se invertem os dois primeiros factores. 

2.® Um producto de tres numeros inteiros nüo muda quan- 
do se invertem os dois nltimos factores. 

Sejam a, b, c os factores do producto. É necessario provar 
que aXbXc^aXcXb. 

Com eífeito : 

, /Tantas vezes a quantas as unidades de b,\ 
axbxc={ . , ')xc. 
\a + a + a+ +aj 

Ora, para multiplicar {a + a + a + +á) por c, é 

necessario multiplicar por c cada uma dasparcellas da somma 
e addicionar os productos obtidos : logo, 

axbxc=:(a + a + a + + a)xc 

_ /axc + axc + axc+ + axc\ 

\taatas vezes o producto axc quaotas as onidade^ dafaetor hj 

= (axc)xb 

= axcxb{üMS^); 

logo, 

axbxc = axcxb. 

CoroHarte— Opf ddíicío de tres nitmeros inPeiros náomuéi 
qmndo se invertem os factores. 

Gom eflteito, scja o producto aX'ftXc. Será: 
Gem. 1.^) 

a cx 6« X 6 X axc, 

6 (lem. 2.^) 

,«axcx6. 

Mas, (lem. 2.^) 

bxaxc = bxcxa, 

B(lem. 1.^) 

axexb^cxaxb. 
b X c X 0= X X a. 
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Logo, 



axbxc = axcxb = cxaxb = bx axc = 
bxcxa^cxbxa; 



o que prova a proposiQao enunciada. 

3.° Um producto de quatro numeros inteiros nao imda 
qitando se invertem os factores. 

Seja axbxcxdo producto. 

Em primeiro logar : porque aXbXcXd = (axbXc) 
Xd{n.^ 285); wm producto de quatro numeros inteiros nao 
nmda quando de qualquer modo se invertem os tres primei- 
ros factores. 

Em segundo logar : porque aXbXcXd = {axh)Xc 
Xd, má(lem. 2.^) 

axbxcxd = {axb)xdxc = axbxdxc, 



Ora, no producto axbxd, podem-se inverter dequal- 
quer modo os factores. Logo, no producto proposto, póde-se: 

1. ^, inverter de qualquer maneira os tres primeiros factores; 

2. ^ transportar o ultimo factor d para qualquer logar em cada 
um dos arranjos feitos com os ditos factores. 

Eschoiio — N'amproducto de n numeros intetYús, péde-se: 

1. ^y invefter de qualquer modo os{n^ {yprimdros fixct&rts; 

2. °, transportar o ultimo factor do producto pam qnalqu^ 
logar em cada um dos arranjos feitos com os ditos factores. 

^Demonstremos agora o theorem^ proposto: 

üm produeto de numeros inteiros naamuda quandose tw- 
vertem os factores. 

Consideremos um producto, cujos factores estSo dispostos 
n'uma certa ordem. Em virtude do escholio precedente, pó- 
de-se: 1.% tomarum dos(n — 1) factores primeiros, fazó-lo 
occupar successivament0t>s(fi— l)primeiroslogares, e, ^fttaft- 
do cóllocado no^penultimo, 'permütá*!o com o ultteio fttótor; 
2.'*, tottfíir últlmofactor, permutá-lo com opeíittltlmo^^ede- 
pois fazé-lo occupar successivamente todos os of^os'loiiareB. 



ou 



axbxcxd=^{axbxd}xc. 
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Logo, n'um producto de numeros inteiros, póde-se transpor- 
tar cada um dos factores a qualquer logar no producto, isf o é : 
pódem-se inverter os factores, sem que o producto mude; o 
que evidentemente demonstra o theorema proposto. 

287 Theorema. Um producto de numeros commensuraveis 
nao muda quando se tnvertem os factores. 

Seja ^xcXv»o producto, ouí^^^. 

De qualquer modo que se invertam os factores deste pro- 
ducto, os dois termos dos resultados obtidos hao-de constan- 
temente ser iguaes aos productos axcxd e 6xwi(n.** 286), 
isto é: os resultados seráo iguaes. theorema flca pois de- 
monstrado. 

288 Theorema. Para mulliplicar um numero porumpro- 
ducto de factores, basta multipUcá4o pelo primeiro factor, 
resultado obtido pelo segundo, e assim successicamente até 
que se tenha empregado o ultimo dos factores. 

AfSrmo, por exemplo, que para multiplicar N por (ax &Xc), 
basta multiplicá-lo por a, depois o producto obtido por b, e o 
segundo producto por c. 

Com effeito, será (287): 

N X (a X & X c) « (a X X c) X N. 

Ora, pela defini0o de producto de muitosfactores, póde-se 
escrever ax&XcxN era logarde(axfcXc)xN; epor 
consequencia 

Nx(ax&Xf) = ax6xcxN* 

Finalmente, no producto, que fórma o segundo membro 
desta igualdade, póde-se transportar o factor N para o pri- 
meiro logar (n.° 287); e ficará entao 

Nx(ax&xc)==Nxaxftxc; 

que demonstra o theorema proposto. 

Gorollario — Para multiplicar dois productos, basta formar 
umproducto geral com os factores do multiplicando e com 
os do multiplicaéor. 
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AflSrmo, por exempto, que (axbxújx.fmxnj'^a 
XbXcXmXn. 
E com eflfeito, pelo tñeorema precedente é 

(axbxc)x(mxn) = (axbxc)xmxn; 
e pela deflnicao, n.* 288, é 

(axbx€)xmxn'^&xbxcxmxn: 
por consequencia, 

(axbxc)x(mxn) = axbxcxmxn. 

289 Theorema. N'um producto de muitos factores, póde- 
se substitmr qualqmr numero delles pelo seu producto effe- 
ctuado. 

Digo, porexemplo, que no producto axbxcxdxm 
se podem substituir os factores b e d pelo seu producto, que 

Porque, (n.*^^ 287 e 285), 

axb xcxdxm=^bxdxaxcxm=pxaxcxm; 

que demonstra o theorema eramciado. 

CoroHario — Para multiplicar um producto por um numero, 
basta multiplicar um dos factorespor esse numero. 

Seja producto axbXc: multiplicando-o por um nume- 
ro commensuravd qualt|uer M, obtem-se o novo producto 

Ora> póde-se substituir o factor M e um dos outros, b por 
exemplo, pelo seu producto, que é p ; e entao o producto pre- 
cedente toma-se igual a 

axpxc; 

como era necessario demonstrar. 

290 Theorema. Paramultiplicar umasommaporumnu' 
mero, basta muítiplicar eada parcella da somma pelo nume- 
ro, e adáicionar depois todos os productos obtidos. 
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Suppcmbamos que se ba-de efTeituar o producto 



(a + 6 + c)xM* 



Se multiplícador H é numero inteiro, o tbeorema é evi- 
dente, e está já provado. Mas se H for numero fraccíonarío» 
cujos termos sejam p e q, será entSo necessario dividir a som- 
ma (a + & + c) em q partes iguaes, e multiplicar depois por 
q quociente obtido. Teremos enfSo, snccessivamente. 



que demonstra o theorema proposto. 

Corollario I — Para mtiüiplicar um numeropor uma somma, 
basta multiplicar o numero por cada uma das parcellas da 
somma, e addicionar depois osproductos obtidos. 

Porquanto, multiplicar M por (a + 6 + c) é o mesmo que 
multiplicar (a + 6 + c) por M (n.** 287): mas 

(a + 6 + c)xM = axM + 6xM + cxM 
= Mxa + Mx6 + Mxc; 

logo, 

Mx(a + 6 + c)=Mxa + Mx6 + Mxc. 

Corollarlo II— Para multiplicar uma por outra duas som- 
masj basía multiplicar cada parcella da primeira por cada 
uma das da segunda^ e addicionar depois osproductos obtidos. 

Supponhamos que se ha-de multipücar (a + 6 + c) por 
(m + n). 

Fazendo (w + n) = S, será, successivamente: 

(a + 6 + c)x(m + n) = (a + 5 + c)xS 
=:axS + 6xS + cxS 
^^axim + n^ + bxim + nj + cxim + n) 
^axm + axn + bxm+bxn+cxm + cxn. 
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291 ThMrma — Para multiplicar a differenfa de dm mi- 
meros por tm terceiro, basta multiplicar cada um dos termoB 
da differenga pelo mmero, e subtrahir depois um do outro os 
dois resultados obtidos. 

Affirmo, por exemplo, que 

(a — 5)xM = oxM — ftxM. 

Com effeito, seM é nmnero inteiro, o theorema é evidente, 
e está provado. £ seH é numero fraccionario, a demonstra^ao 
faz-se imitando a do theorema n.^ 290. 

Goronario — Para multiplicar um numero pela differenfa 
de dois outros, basta multiplicar esse numero por cada um 
dos termos da differenga, e subtrahir depois um do outro os 
dois productos obtidos. 

Escholio — Se n'umu serie de termos additivos, ouadditivos 
e subtractivos, todos os termos téem um factor commum, pó- 
d^se supprimir esse factor em todos os termos e encerrar os 
resultados com os respectivos signaes n'um parenthesis, com 
tanto que se multiplique esse parenthesis pelo dito factor 
commum. 

Por exemplo, se tivermos axM + í^XM— ¿XM; pode- 
remos transformar essa fórmula na seguinte : 

(a + b — c) xM. 

Isto resulta do theorema precedente e do do n.** 290. 



§ 2.0 DÍTÍSÍO 

292 Quando se multip licam por um numero os dois termos 
de uma divisáo, o quociente nao muda, e o resto é multipli* 
cadopelo mesmo numero. 

Sejam D, d, q e r, o dividendo, o divisor, o quociente e o 
resto; 

será: D^dxg+r. 
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Se«uB^[rimriDQ& agora fiek) wMai^tomniQaiMirel nso 
doiB flteiid)i»s^ «testa igwldade» tecefliQ» (n.^ 39ft): 

D X m = (d X g) X m + r X 1», 

ou, (n.° 289 coroll.), 

Dxm = (dxm)xg + rxm. 

Ora, r era o resto da divisao de D por d: logo o producto 
rxm é meMT epie o prodMCto dxm; logo, coD6kie*seda 
nttim igualdade, qoe o quociente da di¥is%) deDxn»por 
dXtn é q com o resto rxm; o qua demoi^stra o tibieoremst. 

Aeemit— 'Péitra ékvtdirtmprodtéc^pQrtmáossetis 
fs6í6ipes, bMa^ sm/ppnmk4he esse fmior. 

Comi e&ite> suppoDhamos que se quer dívidir o producto 
axbxc por b: producto proposto é igual a 

(a X c) X b; 

íogo, quociente da sua divisSo por b é (axc); o queimfTa 
theorema. 

294 Thcorem» — Para dividir um producto por um numíera^ 
bastará dividir pelo mmero um dos factores, se a áivism ss 
podér pizer exactamente. . 

Com eflfeito, supponhamos que se quer dí^r pord o prc^ 
ducto aXbXcXm, e que c = dXq: o producto proposto 
será igual a 

axbxdxqxm. 

Logo, para dividir este productopord, basla supprimir-lhe 
factor d; e quociente seri: 

axbx qxm; 

cinm> era precido demwstrar. 

293 TheaRna — Para dividir nm mmero por um producto 
de factores, quando a divisao se póde fazer exactamente, 
bmta éimdii^ o nmnero pelo primeiro factor, depois a quo- 
ciente obtido pelo segundo factor^ e assim successivaímnte 
pelos outros factores atá ao ultimo. 
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geja 1) o dimlendoy e d o difisor: se a divisid é «Eacta, 
D= dx isto 6 : o di^dendo é esadameite o pfOikiGto do 
ditisor pelo^uociente; emtSxx, se d=«x*X«, necessa- 
riaBWflte swáD=(ax*Xc)Xí, oaD=«X*X^X?; 
pof toDseqoencit, 

D:(axbxc) = q .....(i) 

Ora, 

D:a = 6xcxg, 
^ (D : a) : 5 = c X 

eemfim, [(D:a):6]:c = ? (2) 

Logo, (fórmulas 1 e 2), 

f (D : a) : 6] : c =5 D : (a X 5 X c) ; 

como queriamos provar. 

Observacao— üma divis3o successiva, tal como [(D:a):b]:c, 
póde escrever-se, mais simplesmente, semparenthesis, D:a: 
l:c. 

Escholio — Conclue-se deste theorema o seguinte prindpio 
de calculo: se um producto indicado éprecedido do signal :, 
póde-se eliminar o parenthesiSy trocando os signaes de muftí- 
plicagáo por signaes de divisao; epara encerrarn'umparen- 
thesis um quociente successivo, se aoparenthesis for affec$ado 
signal :, será necessario trocar os signaes de diUsaopor 
signaes de mtütiplicagáo. 

296 Hieorema — producto de duas potencias deumnu- 
meroj é umxi potencia do mesmo numero, cujo expoente é 
iguál á somma dos expoentes dos factores. 

Supponhamos que se quer multiplicar ri^ por n*. 

Se numero n é inteifo, o theorema está demonstrado. 

Mas se n é fraccionario, sendo a e b os seus termos, será 

/«\*__/«\* » g o^xoxa a^ /aV' 

theorema flca pois demonstrado. 
CoroUario 1 — Para elevar uma potencia a uma outra p<h 
tencia, basta multiplicar o primeiro expoente pelo segundo. 
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Gtrillarit n— Para eletar um prodmto a uma poiencia, 
haOa elevar cada um dos factoree a essa poíencia. 

297 Tketrau — quodente de duas poíencias de um mh 
mero, é uma potenda do mesmo numero, c^fo expoente é 
igual ao excesso do eocpoente dodividendosóbreododiP^. 

Snpponhamos qne o Duinero n é inteiro, e que se quer dí- 
vidir por n*. Sendo 2 o excesso de 7 sóbre 5, será 

logo, 

n' :n' = i^ = ii^-*. 
E se n é fraccionario, cujos termos sao a e b, teremos: 

(t)'-(t)'x(t)^ 

(T)'(T)'=(T)'=(r- 

theorema fica pois demonstrado. 
Excrdclo— Provar que 

Mx(a:6:c) = Mxa:6:Cí=(Mxa):(6xc); 

eque 

M : (a : 6 : c)== M : (ft : a : c| = M : (c : a : 6Jf; 

e que 

M: (a:d:c)a=(Mxftxc) :a«M:ax6xc = etc. 

Enunciaralgunstheoremas,que€Stasigualdadesdesignam; 
e completar a regra relativa d suppressao do parenthesis, ou 
á sua applicacáo, da qual uma parte foi estabelecida no es- 
cholio do nJ" 295. 

KUMBROS FnACCIONARIOS 

298 Sabemos que o quociente de dois numeros ínteiros 
póde ser representado por uma fracíao, cujo numerador seja 
dividendo, e o denominador o divisor. Tambem se repre- 
senta por esse modo o quociente de dois numeros fracdona- 
rios. Assim o quociente de f por | é indifferentemerile repre- 



sentado por 
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A%stes quocientes chama-se igualmente fraccoes e numeros 
fraccionarios; porque, realmente, os numeros fracdonarios 
deste geoero podem reduzir-se a numeros fracciiMiarios de 
termos intdu^os. 

Porexemplo: /5\ 

(I)"' 

Vamos estabelecer que todas as regras do calculo das fracQoes 
de termos inteiros sao applicaveis ás novas fraccoes, queacabá- 
mos de considerar. Os termos a e b de uma fraccSof, poderao 
pois ser numeros inteiros ou fraccionarios. 

299 Theorema — Uma fracfüo nSo muda de valor qwmdo 
se multiplicam ou se dividem ambos os seus termos por um 
numero commensuraveL 

Seja a fraccao m um numero commensuravel qualquer,. 
6 q valor da fracgao proposta. Por ser 

~ =« sera a = bxq. 

Ora, se multiplicarmos por m os dois membros desta ul- 
tima igualdade, ou se os dividirmos por m, teremos: 

ax m (b xq) X m, on a : m = {b X q) : my 

isto é, (n.«' 289 e 294, e ex. pag. 278): 

a X m = (6 X m) X g ou a : m = (6 : m) X g; 

d'onde 

axm^^a a : m 

6 xm~^""T^"6Tm""^'~T' 

como queriamos provar. 

CM^IIarie — Para reduzir fracfñes ao mesmo áenomimdor, 
basta multiplicar os dois termos de cada uma deliaspeiopro- 
ducto dos denominadores de todas as outras. 

300 TketreM — ParaaddidanarousubtrakirfracfOes^re' 
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dazem'^e ao memó éenkminador; e depoi$ adáiokmamtse m 
snbtrahem'-se os mwsradores, e dá-se á somma (m m re^ 
denommador commum. 

Sejam £ e¿ as fracQoes propostas. AflBrmo q»s+ 
por exemplo, é igual a ''"^^""^ 
Gom effeito, se 

a b c 
^zznq^-^ x=sqf^ — ^qf' será 
fn fTt m 

a^mxq,b = mxq^,c = mxq^f ; 
por consequencia, 

a + 6 — c = m X + — f'O ; 



— ! = g + — g'/« 1 ; 

m m m m 



que prova o theorema enunciado. 

301 Theorema — Obtem-se oprodueto dedurn fíracfQes, mul' 
:tiplicandO'as termo a termo. 

Sejam f ^ ^ as duas fracgoes; e seja j=q e ^=q^. 

Teremos 

as=xbxqeaf==b'xq^; 

logo, 

axa' = {bxb')x{qx q'); 

d'onde 

axa' , a a' 

como queriamos provar. 

Gorollario I — Ohtem-se o producto demuitas fracgdes, mtd- 
tiplicando-as termo a termo. 

Gorollario II — Ekva-se uma fracgao a uma potencia, ele- 
vando os seus dois termos a essa potencia. 

802 Thmmk^Obtem-se o quociente de duas frMpSee, mul- 
tipliean4o a fracfao dividendo pela fraofao divisor ínver- 
tida. 

Imite-se a demoD^oSo de n.'' 301 . 
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303 HeoreM — Se wm fmópáo, mjos termos sSo primos 
entre si, (isto é, que náo téem por divisor commtm ^enáo u 
unidadejy é igual a outra fracgao, os dois termos desta sáo ' 
equimuUiplos dos da primeira, ou téem entre si rela0e$ 
iguaes. 

l.^ Seja ¿ a fraccao, cujos termos s3o primos entre s¡, (9 e 
14 nao téem por divisor commum senao a unidade) : e seja f 
nm fracífSo igual á primeira, isto é : 

14"" b ' 

Teremos, reduzindo-as ao mesmo denominador, 
9 xb mxik 

logo, 

9x6 = axl4. 

Ora, porque o primeiro ii^iid»<o da igu^ldade é um multi- 
plo .de 9, tambem o segundo membro o será; e ccmio aitne 
14 e 9 nSo M diYisore& cosuimns, o produeto axH sómente 
poderá fter multiplo de 9 tquando a:^9^xm, seado ai um nu- 
mero iHtóro ; poor ooBfsequeDda 

9xft = 9xwxl4; 

6=mx 44, 

* = i4xi». 

Logo, a contém m vezes o termo 9, e b contém 14 o meámo 
numero devezes; oqueprovaotheoremaproposto, comtanto 
que sejam inteiros os termos da fraccSo proposta. 

Seja I a frac^o, cujos termos sao primos entre si, sendo nu- 
meros fraccionarios. Teremos, como no primeiro caso: 

.Axd=«xB. 

Ora, porque A divkte o p^imeiro m^obro, tambem ba-de 
dividir segundo, e por isso entrará nelle por factor ; e como 



d'onde 
ou 
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A d2o é factor de necessaríameote ba*de ser btíifít do ter- 
mo a: por coDseqaeDCía 

Ax6 = AxmxB; 

d'oDde 

6 = mxB = Bxm, 

scDdo m um Dumero fracciooarío qualquer. 

Logo, a forma-se de A, assim como b se fórma de B, isto é: 
eutre a e A, assim como eutre b e B, ba uma reiacao coDStaDte; 
que prova o tlieorema proposto, em toda a sua geDeralidade. 

Gorollario — Se uma fra4:fáo, cujos tertnos sáo primos entre 
si, é igual a outra fracfáo da mesma especie, as duassáo iden- 
ticas. 

Porque os dois termos de cada uma compor- se-h3o igualmente 
dos da outra; o que só poderá realizar-se quaudo Das duas 
fraccoes forem ideDticos os Dumeradores e os deDOOiiDadores. 

304 Theorena — Para que uma fracfáo seja reduzida á ex- 
pressáo mais simples, é necessario e sufficiente que os seus 
termos sejam primos entre si. 

Com effeito, em os dois termos seDdo primos CDtre si, a 
frac(^o d2o poderá simplificar-se mais ; logo, a coDdiQSo é oe- 
cessaria. E a coudicao é sufficieDte, porqoe qualqoer outra 
fraccao igual á proposta terá os seus termos igualmeDte for- 
mados pelos delia, e, por isso mesmo, mais compostos. 

305 TheoreRM — Quando se ajunta um mesmo numero aos 
dois termos de uma fraccáo, ella augmenta ou diminucy se' 
gundo é maior ou menor que l . Em ambos os casos a fracfáo 
approxima-se da unidade. 

l.^ Seja f^<l ou a<6. Affirmo que 

E com effeito, reduziudo ao mesmo deDomiDador os dois 
meoibros da desigualdade (1), teremos: 

(<t-fm) xb ax(k + m) 
{b+m)xb'^ bx{k + my 
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Ora, como os dois numeradores téem mna parte commum 
axft, e porque mxb'^axm, vé-se que o numerador da 
primeira frac(3o é maior que o da segunda; por consequen- 
cia^ a primeira fraccao é maior que a segunda. 

2.° Seja f>l, ou a>6. Digo que 

a + m a 

Esta demonstragao faz-se imitando a do primeiro caso. 

Logo, em ambos os casos a frac^ao ^ approximar-se-ha da 
unidade á medida que m for sendo maior; sem podér comtudo 
tornar-se igual á mesma unidade, qualquer que seja o valor 
de m, porque nunca poderá ser a + m= 6 + w. 

Gorollario — Quando se dimiiiue um mesm^ numero de am- 
bos 0$ term^os de umafraccáo, cllaaugmenta oudiminue^ se* 
gundo é maior ou menor que l . Nos dois casos a fraccao a fas- ^ 
ía-se da unidade. 

Esdiolio — A unidade é o termo constante, é o linite de que 
se approximam as fracc5es e os num^os fracdonarios ; quando 
aquellas e estes se fazem mudar successivamente de valor, ad- 
dicionando aos seus dois termos numeros iguaes, successiva- 
mente crescentes. 

Em geral, limite de uma quantidade variavel é uma quan- 
tidade constante, da qual se approxima indefmitamente essa 
quantidade variavel, sem todavia podér chegar a esse li- 
mite. 

Exereicío — Provar qtie da somma dosnumeradoresdemui- 
tas fraccdes desiguaes, dividida pela somma dos denomina' 
dores, resulta ima expressáo fraccionaria comprehendida 
entre a maior e a menor das fracfdes propostas. 

306 Avaliar uma quantidade até unidades, é buscar o maior 
numero de unidadés contidas nessa quantidade. 

Este numero e o immediatamente superior exprimemame- 
dida da quantidade sem érro de uma unidade; o primeíro por 
falta, e o segundo por excesso. 

Em geral, avaliar uma quantidade a menos de ¿ é buscar o 



Digitized by 



2S& 

maior immero iirteiro qne, muHipBcado por |, póde <iar um 
producto menor que a quantidade proposta. 

Se, por exemplo, 18 é o maior numero pdo qual se póAB 
multiplicar ^ para se obter um producto menor que oniimero 
N, as expressoes fraccionarias e representarSo a me- 
dida da quantidade N a menos de a primeira por folta, a 
segunda por excesso. 

Esdioiio — Para avaliar uma fracgáoaté midades, épred' 
so tomar o maior numero inteiro contido na fracgao ou o in- 
teiro immediatamente superior. Por exemi^o : 3 e 4 sfie os va- 
lores da frac^o a menos de uma unidade, o primefa^ por 
TaKa, o segundo por exoesso. 

307 Theorema — Para avaliar uma fracpao a menos de i, 
basta avaliar até unidades oproducto desta fraccáopor n, e 
dividir depoispor n um dos dois inteiros consecutivos obtidos. 

Supponhamos que se quer avaliar a fracQ5o f a menos de | 
Saja z maior numero de vezes que y é contido em |: trata- 
se de buscar o numero 

Teremos: 

X ^x+i 

d'onde ^<^<^+i. 



que prova o theorema: pois o numero x é o maior inteiro 

contido no producto^^, e (x + 1) é o numero inteiro se- 
guinte. 

308 Theorema — Toda a fracgáo dada póde ser transfomuh 
da em outra, cujo denominador seja um numero dado. 

Seja I a frao£3o que se quer copverter em outra, cujo deno- 
minador ha-de^ o numero dado m. Teremos a igualdade: 

a X 

d'onde áxm 
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Logo, para achar o mmmraior da fracgao igual d pro- 
posta, e cujo denominador seja a numero m, basta multipli' 
car por m o numerador éa fracfao dada e dividir pelo deno- 
minador o producto obtido. 

Eiemplos. I — Transformar a fracfáo j n'outra com o denO' 
minador 35. 

numerador da fraccao que se busca será 20 —^^^ ; por 
consequencia, é ^ essa fraccao. 
n — Converter a fraccáo | n'outra com o denominador 

m. 

numerador da fracfao que se pede será 37|= ^*"^ ; 
logo essa fraccao. 

Neste casoy e approximam-se de | a menos de isto 
é: ^ dMfere de |, por felta, ifgXf, menos de ¡fg; e ~ dlfle- 
re de f, por excesso, ^xj, menos de 

ni Converter a fraccao | n'outra com o denominador lO^ 

Teremos, neste caso, 

5 5 Xi08 _ 714285713/7 . 
7 7 108 ' 

istoé: 

0,71428371 e 0,71428572 

serSo osvalores de |, approximados até menos de ¿¡, por 
fidtei e por excesso. 

309 Do que acabámos de estabelecer se dedon a regra se^ 
gtdnte: 

Para converter uma fraccao em dízimaj approximada até 
unidades de uma ordem dada, escrevemrse á áéreita do nu- 
mtfrador tantos zeros quantos téem o ienominmier da appro- 
ximacao, executa-se a divisáo, e depois faz-se que o ultimo 
algarismo éo quodente assim obtído eícprimatmidades da or- 
dem da approximagáo determinada. 

Exemplo. Reduzir | a dízima, até menos de -^. 
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TYPO M aumo 

5.0000017 




20 
60 
4 



Logo, 0,71428 e 0,71429 sao valores de |, approximados 



ató menos de por falta e por excesso. 



Obserya^o. Fica assim confirmada a regra do n."^ 112, para 
converter mna fracgSo ordinaria em numero decimal. N'mna 
sciencia bem estabelecida, por todos os modos se chega aos 
mesmos resultados. 

310 Theorenui. Para que uma fracfáo ordinaria sepossa 
converter exactamente em: numero decimal, é necessario e 
bastante que o seu denominador seja composto sám^nte pehs 
factores primos 2 e 5. 

Se uma fracfüo \ se póde converter em numero decimal 
com n decimaes, exactamente, será 



Ora, se a conversao se faz exactamente, o numero x é in- 
teiro: por consequencia, o producto ax lO'^ é multiplo deb, 
e b é pois factor do producto ; e, porque é primo com a, entra 
necessariamente por factor em 10°: logo, o denominador b é 
composto sómente dos factores 2 e 5, pois sao unicos factores 
que entram em 10°. 

Consequentemente, esta condifSo é necessaria. 

E é sufficiente, porquanto, se o denominador b é formado 
sómente pelos factores 2 e 5, isto é : se em b o numero 2 en- 
tra a vezes por factor e o 5 entra p vezes; será entao 



a X 
'b^W' 



d'onde 



axio»» 



b 



a 



a 



b 
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Ora, se p >«, por exemplo, de modo que p — « = r, ba- 
stará multiplicar por 2' os dois termos da frac^o proposta 
para logo a converter em fraccao decimal, e, por consequen- 
cía, em numero decimal, isto é: 

g _ a ax2^ _ ax2^ ax2' 

^ 2*x5P (2*x2')x5^ 2^>^5^ 10^ 

Logo, a condiQao é sufiQciente. 

Geroliario— Qucmdo uma fraccao ordinaria irreducHvel é 
convertivel em mmero decimal, este decimal tem tantos al- 
garismos decimaes quantas sSo as unidades do maior dos ex- 
poentes dos factores i e que formam o denominador da 
fracgáo. 

Escbolio— Se uma fracgao ordinaría n3o póde ser convertida 
exactamente em dízima, a applicacao da regra do n.^ 309 nao 
poderá fazer achar um resto nullo. Exprime-se entao esta cir- 
cumstancia dizendo: que a fracfáo ordinaria proposta se con- 
verte n'uma dízima com um numero illimitadodealgarismos 
decimaes. N'este caso, a fracfao ordinaria é o limite da dízima 
interminavel, do qual ella se approxima cada vez mais á me- 
dida que se vai tomando um maior numero de algarismos deci- 
maes. 

3H Theorema — Quando uma fracfáo ordinaria se con- 
verte n'uma dizima com um numero illimitado de algarismos 
decimaeSj esta dizima é periodica. 

Seja a fraccao | convertivel em dízima com um numero illi- 
mitado de algarismos decimaes. 

Applicando a regra do n.^ 309, na serie dosrestos, o maior 
que poderá apparecer será (6 — 1), e o menor será a unidade; 
por consequencia, depois de (b — 1) divisoes parciaes, quan- 
do muito, achar-se-ha algum dos restos antes obtidos, de modo 
que os que forem apparecendo depois deste ser3o iguaes aos 
que precederam, e dispostos na mesma ordem, isto é: os res- 
tos das divisoes parciaes serao ordenados em periodos. 

Os quocientes das divisoes parciaes serao, por consequen- 
cia, igualmente ordenados em periodos; como era preciso de- 
monstrar. 
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Cwdlario — Quando wmafracgáQ ofdimria é cúmertiml m 
dizimaperiadi€»s o mmero dos alganismoe do f^riodaé me- 
mr que o denominador da fracgao ordinarjku. 

312 Uma dízima periodica é &mple8>m o pricmio algarís- 
mo decimal é o primeiro algarismo do período ; no caso con- 
trario a dízima é mixta, e entSo os algarismos qpie precedem 
primeiro periodo fdrmam a parte nao periodica. 

Assim 

Oi,<!t.babab,.*y e miacdacáacd...y 

sao dizimas periodicas simples» cujos periodos sao respectíva- 
mente ab e acd. 
Igualmente 

0,adnpnpnp,.., e ghjdmnpmnpmnp...; 

sao dízimas periodicas mixtas, cujos periodos sao res^ectíva- 
mente np e map, e as partes nao periodicas» ad e d. 

313 Probkma — Buscar a fracgáo oriUnaria ffemraiimde 
uma dízima periodica simplee. 

Seja I a frac^o ordinaria generatlva da dírima p^iodica 

símples 0,PPP , cujo periodo é P, com n algarÍOTttOS. 

Será 



B ^ "^BxlO"' 
ou 

A_ P A 
B ""lO'^'^BxlO»' 

Reduzindo ao mesmo den(»ninador os termos desta ullima 
igusddade, teremos: 



A X 10" P X B 



tfonde 
ou 

Logo, 



BxlO» 10»xB^Bxl0°' 
AxlOí^--A=«PxB, 
Ax(10°— l) = PxB 

A P P 

B "~10"— l~999...(nnoves) 
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ÍMhdM— Deste raciocinio se coDCloe o seguinte: 
Tbeorema — A fracfSo ordinaria generativa de uma dizinut 
periodica simples, semparte inteira^ tem pornumerador um 
periodOj e por denominador um mmero formado de tantos 
9. . .9 quantos os algarismos doperiodo. 

314 Problema — Buscar a fracgao ordinaria generativa de 
uma ddzima periodica simples com parte inteira. 

Seja A,PPP . . . . a dizima proposta, cujo periodo é P com 
n algarismos, e a parte inteira A. Teremos entao 

A,PPP =A + 0,PPP...; 

ffonde (n.° 313) 

A,PPP =«A-^— , 

10"— 1 

ou 

Ax(i0"-i)+P 
^'^^^ 10" -i 

ÍStO 6 

^ppp _ Ax(999...(n DOYes) + P 

999...(nnoves) 

Escholio— Desta ultima igualdade se deduz o seguinte 
Theorema. A fraccáo ordinaria generativa de uma dizima 
periodica simpleSj com parte inteira, tem por numerador o 
producto da parte inteira por um numero formado de tantos 
9. . .9 quantos os algarismos do periodo, e mais umperiodo; 
e tem por denominador um numero formado de tantos 9 . . .9 
quantos os algarismos do periodo. 

315 Problema — Buscar a fraccáo ordinaria generativa de 
uma dizima periodica mixta. 

Seja A,BPPP e dizima periodica proposta, cuja parte 

tiao periodica é B com m algarismos, e o periodo P com n al- 
garismos. 

Será 

A.BPPP....=A + -¿ + ¿;X(0,PPP), 

ou 

_ B P 
A,BPPP... ^k'{' — + ^ ^ ^ . 

19 
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Redazindo agora ao mesmo denomínador todos os termos 
do segundo membro desta ultima igualdade^ e addicionan- 
do-os, teremos 



Eschollo — Desta ullima igualdade se conclue o seguinte 
Theorema — Afraccao ordinaria gcnerativa de umadizima 
periodica mixta tem por nnmerador o mmero formado pela 
parte inteira e pela náo periodica, mulliplicado por um nu- 
mero formado de tantos 9. . .9 quantos os algarismos do pe- 
riodo, e mais iim periodo; e tempor denominador im numero 
formado de tantos 9. . .9 quantos os algarismos do periodoe 
terminado por tantos zeros quantos os algarismos da parte 
nao periodica. 

316 Observafáo — As fraccoes ordinarias generativas de di- 
zimas periodicas, formadas como consta dos theoremas pre- 
cedentes, podem muilas vezes ser reduzidas a expressoes 
mais simples. 

317 Escholio — denominador da fracgao ordinaria genera- 
tiva de uma dizima periodica simples, ainda quando reduzida 
á sua expressao mais simples, nao encerra os factores 2 e 5: 
porque, antes de sinlplificada a fracf-ao, esse denominador é 
um numero formado de noves, exclusivamente, que, porisso, 
nao póde conter os ditos factores. 

denominador de fracgao ordinaria generativa de uma di- 
zima periodica mixta, ainda quando reduzida á sua expressao 
mais simples, encerra no denominador o factor 2, ou o factor 
5, elevado a uma potencia, cujo grau é igual ao numero dos 
algarismos decimaes nao periodicos da mesma dizima. Com 

efifeito, seja a dizima periodica6,47031031 , cuja frac^o 

generativa é^^^^^^. numerador desta fraccao é 647031 
_ 647 = 646384, cujo ultimo algarismo nao poderá ser um 



A,BPPP. . . = 



A (999. . .n noves) x 10" +B x (999. . .n noves) +P 
(999...nnoves)xl0» 



por consequencia 



A,BPPP...= 



(A X 10" + B) X (999. . .n noves) + P 
(i'99...nnqves)xlO* 
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0; aliás, sería o ultimo algarismo da parte nao periodica igual 
ao ultimo algarismo do periodo, o que é impossivel ; pois se 
470 fosse considerado como a parte nao periodica, e se 310 
fosse periodo, haveria nessa consideracáo um érro manifes- 
to. Assim, numerador da dita fraccao nao será divisivel por 
2 e 5, conjuntamente ; e o denominador encerrará potencias 
de 2 e 5, cujo expoente será igual ao numero dos algarismos 
da parte nao periodica. Por consequencia, tornando-seirredu- 
ctivel aquella fracgSo, ainda quando um dos factores 2 ou 5 
seja de todo eliminado de ambos os termos, subsistirá neces- 
sariamente no denominador a outro factor, elevado á potencia, 
cujo expoenle será igual ao numero dos algarismos da parte 
nao periodica. 

D'aqui se concluem os dois theoremas seguintes : 

l Se denominador de uma fraccao ordinaria irreducti" 
vel náo encerra os factores i e o, nem um delles sómente, 
essa fracgáo produzirá uma dizimaperiodica simples, quan- 
do reduzida a numero decimal. 

Pois, se gerasse uma dizima periodica mixta, o seu denomi- 
nador deveria encerrar uma potencia de 2 ou de 5, cujo ex- 
poente sería igual ao numero dos algarismos nao periodicos 
da mesma dizima. 

U Se denominador de uma fraccáo ordinaria irreducti- 
vel encerra uma potencia de 2 ou de 5, essa frac(áo produ- 
zirá uma dizimaperiodicamixta, com tantosalgarismosnáo 
periodicos quantas as unidades do expoente da ditapoten- 
cia. 

Porque se gerasse uma dizima periodica simples, o seu de- 
nominador nao encerraria o factor 2 nem o 5 ; etc. 
Por exemplo : as fracgoes |-, f , ~, produzirao dizimas 

periodicas simples ; as fracfSes g|, produzirao di- 

zimas periodicas mixtas. 

Observacáo — As dizimas periodicas, simples e mixtas, sao 
numeros incommensuraveis, que se vao approximando dos 
respeclivos limites, (expressos por fracgoes ordinarias), con- 
soante se Ihes vao augmentando algarismos; sem comtudopo- 



Digitized by 



292 

derem diegar aos respectivos limites, ainda quando se Ibes 
augmente uma infinidade de algarismos. 

SXBRddOS 

I Escrevcr algumas dizimas periodicas, e formular as suas 
fracgóes generativas. 

II Buscar um^ fracgáo com o denominador 729, equiva- 
lente á fracfáo |. 

III limite da dizima periodica 0,375375 . . . . é^^; seQ 
periodQ se cansiderar igual a 375375, o Umite será enti0 
|^|~-: provar a-priori a igualdade dos dois Umites. 

IV Duas fraccóes irreductiveis, com denominadores ignaeSs 
convertidas em dizima, dáo periodos cúm um mesmo numero 
de algarismos. 



§3.0 

318 Theorema — quadrado de umxi somma de dois nu- 
meros é igual ao quadrado do primeiro, mais duas vezes o 
producto do primeiro pelo segundo, e mais o quadrado do 
segundo. 

Com efTeilo, 

(a + &)2 = (a+6)x (a + b) = axa + bxa + a><b + b xb; 

ÍStO é l 

(a + ft)« = a2 + 2xax6 + ft«; 

que prova o theorema. 

Obserracáo — Quando, n'um producto, alguns factores sSo 
numericos, e os outros literaes, costuma-se escrever á es- 
querda os numericos. 

Goronario I — A differenga dos quadrados de dois numeros 
inteiros consecutivos é igual ao dábro do menor dos dois nu- 
meros e mais uma unidade. 
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Porque, 
d'onde 

(a + i)2 — a2 = 2xa + l. 

ConAtfi* II — Qucmdo a differenpa de dois numeros é igual 
a meia umdade^ a dos seus quadrados eoocede ao menor do$ 
ékns numeros apenasi. 

Porque, 

(a + iy = a* + 2xaxi+(iy; 

d'onde 

/ i\* 1 
(a + -j^fl^ = a + -. 

CoroIIario III — Quando a differenga de doisnumeros é igual 
a^^a dos seus quadrados é approximadamente igualao dó- 
bro doproducto domenorpelo factor^. Porque afraccao (^)* 
ou é n vezes menor que j ; e tal poderá ser o numero n que 
seja inapreciaTeL 

319 Theoroma — eubo da somma de dois numeros é igual 
ao eubo doprimeiroj mais tres vezesoquadradodoprimevro 
pelo segundo, mais tres vezes o primeiro pelo quadrado do 
segundo, e mais o cubo do segundo. 

Pois 

(a + 5)3 = (a+¿>)í X (a+í^) =x (0^ + 2 X a X 6 + ft2) X (a+ 6). 

Corollario — A differenga dos cubosdedoisnumerosinteiros 
consecutivos é igual a tres vezes o quadrado do menor, mais 
tres vezes o menor, e mais l. 

Corollario — A differenfa doscubos de dois numeros, queen» 
tre si differem é approximadamente igual a tres vezes o 
producto do quadrado do menor pelo factor quando o nu" 
mero n é muito grande. 
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EXTRACg&O DAS RAIZES 
DA RAIZ QUADRADA 

320 Theorcma — Para obter a raiz quadrada de um ww- 
mero N, qualquer, a menos de uma unidadej basta extrahir 
a raiz quadrada do maior quadrado inteiro contido naparte 
inteira de N, por falta ou por excesso. 

Seja a o maior quadrado inteiro contido na parte ÍDteira 
de N, a qual representaremos por N'; teremos entao 

Ora, excesso de N sóbre N' é menor que 1, e o de 
sóbre N é pelo menos igual a 1: logo, 

a2<N<(a + l)«; 

d'onde 

a<i/T<a + !; 

que demonstra o theorema enunciado. 

321 Thcorema— SeH é um numero inteiro qualquer com 
2XK, ou 2xK — 1 algarísmos, e se k é o inteiro que se 
obtem substituindo com zeros os K — 1 uUimos algarismos 
de N ; obtem-se a /Ñ, approximada até menos de uma uni- 
dade, por falta ou por excesso, extrahindo a raiz quadrada 
deky approximadamentey até menosde umaunidadeporex- 
cesso. 

Seja a a [Ía, e R o resto da operacao: teremos 

A = «í + U 

Seja B excesso de N sóbre A; será 

N = a«+R + B. 

Ora, porque A tem 2xK, ou 2xK— i algarismos, a tem 
E algarismos; e porque B ha-de ter K— I algarismos, neces- 
sariamenle B<;a: alem disso, R nao póde exceder 2 a; por 
consequencia R + B<3 a, e, ^-/br/íort, R + B<4a + 4. 

Logo, 

N>««cN<«« + 4a + 4, OU <(a + 2)«. 
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Vé-se pois que N é comprehendido entre a» e (« -f 2)*; por 
consequencia, j/Ñ ou está entre « e (« + ou entre (a -f 1) 
e (a+2): no primeiro dos casos, («+ *) exprime av/Ñ por 
excesso, a menos de uma unidade; no segundo, (« + 1) ex- 
prime a v/Ñ por falta. 

theorema flca pois demonstrado. 

322 Do theorema, que acabámos de provar, se deduz a 
seguinte 

Regra — Para extrahir, a menos de uma unidade, a raiz 
quadrada de nm niimero inteiro N, hasta: 1.**, conhecer os 
K+1 05 K primciros algarismos de N, segundo esse wm- 
mero tiver 2xK ou 2xK — 1 algarismos; 2.^ escrever 
K — 1 zeros á direita dos algarismos conhecidos; 3.®, extra- 
hir por exccsso, a menos de uma unidade, a raiz quadrada 
do numero assim obtido. 

323 Thcorema — Para extrahir a raiz quadrada de um nu' 
tneroV, gualquer, até menos de\^, busca-se a \/Nxn^até 
unidadeSy (extrahindo a raiz quadrada á parte inteira do 
prodacto NXw*, pela regra precedcnte); e depois divide-se 
resultado por n. 

Com effeito, seja o maior quadrado inteiro contido no 
produclo NX«*, calculado approximadamente, peia regra 
do n.* 322, fpor faltaj, teremos 

a;2<Nxn2<ía; + 2)2; 

d'onde 

a?< v^Nxn2<(a? + 2), 

ou 

— <VN <— 
n n 

Logo, ^ exprime v/Ñ, approximada até menos de ^ por 
falta ou por excesso, segundo as circumstancias. 

Exemplo l—Calcular a até menos de |. 

Calcula-se a parte inteira do producto í^X7Líjj|^, ^ qual 
é 150, approximadamente; e extrahe-se a raiz quadrada deste 
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inteiro até imidades, por excesso. Será y a raiz qnadrada de 
a menos de ^ , por felta ou por excesso. 
(H)serTa(áo — No caso de se calcular toda a parte inteira do 
producto que é 153, sería 

122<— x72<132, 

llo 

e 

122 355 13j 
Ti^il3^ 72 ' 

d*onde 

7 ^Vll3 7 • 

A y/ljl seria pois j por falta, ou " por excesso, a me- 
Dos de |. 

Exemplo 11 — Approximar até menos de 0,001 a raiz qua- 
úradade^-^. 
Teremos 



= 2,5 + ^ = 2,5 + y/|: = 2,5 + 0,25 



A parte inteira deste numero tem um algarismo; e como 
se Ihe ha-de transportar a virgula seis casas para a direita, e 
extrahir a raiz á parte inteira do producto, será necessario 
conhecer os tres primeiros algarismos decimaes; e ter-se-ha 

^Í^= 3,618, a menos de 0,001. 
2 

Agora, at/3618000, atéunidades, porexcesso, é 1903; logo 



j/IiZi a= 1,903, a menos de 0,001, por falla ou por excesso. 
Exemplo lH—Amliar, a menos de 0,001, a ^TZ^. 



Teremos : 



Digitized by 



m 

Sendo \/oim<, 1, será necessario calcular qmtro cteci- 
maes: teremos 



V/0,125 = 0,3536, por excesso, 
^ 1 — ^ 0,1464, por falta, a menos de 0,0001. 

Z 4 

Ora, a /146400, a menos de uma unidade, por excesso, é 

383:logo = 

i/y ií^ = 0,383, a raenos de 0,001. 

Exemplo IV — Calcular a ^/2, até menos de 0,000i. 

324 theorema do n.** 32i dá a solucao dos problemas 
anailogos ao seguinte: 

ProbleiM — valor approximado de um mmero'Sé 3,141 
sem érro de 0,001, por falta. Pergunía'S^: com que appro^ 
üsimafáo se póde calmlar a 

Como sao conhecidos quatro algarismos, podem-se escrever 
Ifes zeros á direita: obtem-se entSo o numero 3,141000, com 

seis decimaes, pelo qual se póde calcular a V N, a menos de 

j_ 

325 Hieorema — Quando o denúminador de uma fracgáo é 
um quadrado obtem-se a raiz quadrada dessa fracg&o, 
até menes de \, extrahindo a raiz pela regra do iZi. 

326 Theorema — grau de approxima(áo de uma raiz in- 
exacta é pouco menor que o quociente da divisao do restopelo 
dóbro da raiz obtida. 

Com eflfeito, seja A a raiz exacta, a a raiz obtida por falta e 
R resto da operacao: teremos 

A2 = a2 + R; 

d'onde 

A»— a* = R. 

Mas, A'— a^== (A + a)x(A — a), como se póde verifi- 
car; e, por isso, ó 

(A + a)x(A-a) = R: 

logO, .A^a«-^; 

A+a' 

que prova o theorema. 
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Exemplo. A parte inteira da V m é 12 por falta com o 
resto 9; por consequencía, 12 é a raiz de 153, sem érro de 
S=i porfalta. 

Logo, y é a raiz de ¡|f , a menos de | X | = ¿, por falta. 

Corollario — Se o resto da extraccáo da raiz quadrada de 
um numero inteiro é igual á raiz oblida por falta, esta raiz 
differe da raiz exacta menos de meia unidade. 



327 Theorema — Para obter a raiz cubica de um numero 
N, qualquer, a menos de uma unidade, basta extrahir a raiz 
cubica do maior cUbo inleiro contido na parte inteira de N, 
por falta oupor excesso. 

A demonstragao deste tbeorema é analoga á do theorema 
do n.*» 320. 

328 Rcgra — Para extrahir a raiz cubicade um numero 
N, qualquer, até menos de ai alia'Se v^NX»^ até unida- 
des, (extrahindo a raiz cubica á parte inteira do producto 
NX pela regra precedentej e depois dividem-se por n os 
dois resultados obtidos. 

E em particuiar: 

Rcgra — Para extrahir a raiz cubica de um numero N, 
qualquer, até menos de avalia-se v^NXlO^x" até me- 
nos de uma unidade, e depois separam'Se n casas decimaes á 
direita dos dois resultados obtidos. 

329 As regras precedentes, assim como as que sao relati- 
vas á extraccáo da raiz quadrada, sao susceptiveis de uma sim- 
plifica^ao prática ; mas esta simplificaQao é sem importancia, 
porque a extraccao das raizes cubicas effeitua-se quasi sem- 
pre por logaritbmos. 

330 Theorema — Quando o denominador de uma fracfáo i 
um cubo b^, obtem-se a raiz cubica dessa fracfáo até menos 
de\, extrahindo a raiz pela regra do n.^ 140. 



Pois, 



a i 

A — a = — — = - , approximadameQte. 



A+a 
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EXERCICIOS 



I Ca{cular a até ménos de j^. 



II A somma dos quadrados de dois numeros é 1552, e a 
sua differenfa é 1040. Quaes sáo esses numeros? 



V prefo de um diamante é proporcional ao quadrado 
do seu péso. Provar que se diminue o valor do diamante 
partindo-o em doispedacos^ e que a maior depreciagáo cor- 
responde ao caso em que os dois pedagos téem pesos iguaes. 

VI Calcular até menos de 0,01 ^^/53 + J/ 2- 

VII Calcular J/G27,38444 . . . ., até menos de f 

VIII Calcular y/||, até menos de 0,001. 



IV Calcular a 



in Calcular a 
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331 Sabemos que quando a divisao de um nmnero por 00- 
tro se faz sem resto, se diz qne o primeíro édrmm^eípelose- 
gmíido, e que o segundo divide ou é divisor do primeiro. 

332 Theorema — numero que é diviser de muitos outros 
é divisor da sm somma. 

Scjam A B C os numeros, dos quaes D é divisor; e seja S a 
sua sonmia: será 

A+B+C S A . B C S 

• — = — ,ou — 1 = — . 

D D' D^D^D D 

Ora, os quocientes parciaes sao, pela hypothese, numeros 
inteiros: logo, a somma | é numero inteiro; o que prova que 
D divide S. 

Corollario I — Todo o divisor de um num^ro divideosmuUi- 
plos desse numero. 

Porque os multiplos de um numero sao sonunas de partes 
iguaes a esse numero. 

333 Theorema — Todo o divisor de dois num^ros é divisor 
de sua differenga. 

Corollario — Todo numero que divide os termos de uma di- 
visüo divide o resto. 

Porque, se divide o divisor, tambem divide o producto do 
divisor pelo quociente : logo, divide o resto, que é a diflFerenga 
entre o dívidendo e o producto do divisor pelo quociente. 

334 Theorema — resto da divisáo de doisnumeros nao 
muda, quando se addiciona ao dividendo ou quando delle se 
diminue um multiplo do divisor. 

resto é o excesso do dividendo, sóbre o maior multiplo 
do divisor comprehensivel no mesmo dividendo : por conse- 
quencia, o resto nao póde mudar quando se faea de novo a di- 
visao depois de se ter addicionado ou diminuido ao dividendo 
uma ou muitas vezes o divisor. 




801 

Por outro modo. Sendo D, d, q e r, o dividendo, o dívisor, 
e qoociente e o resto, «erá 

e por consequencia, sendo c = d, isto é, sendo a um multi- 
plo de d, (caracteristico proposto por Leibnitz,) 

Logo, suppondo que B=dxm, será 
í)±»M^4x{q±m) + r; 

que demonstra o theorema. 

335 Theorema — Se dois mmeroSj divididos por um tercei- 
ro^ dao restos iguaes, a sua differenca é divisivel por este 
terceiro numero. 

Com efifeito, se for 

D = dxg + r, e D' ^dxq'+r; 

teremos 

336 Theerema — Quando se dividem por um mesmo divisor 
iois ou muitos numerosj a differenea entre oproducto dos di- 
mdendos eo dos restos é divisivel por esse divisor. 

€om efifeíto, se for 

teremos, em primeiro logar, multiplicando ordenadamente as 
doas primeiras igoaidadeft, 

D xD'=;^á + r xr'; 

e depois, multiplicando o producto obtido pela terceira igual- 
dade, 

DxD'xD'' = d + rxr'xr". 

Obserya^o — Este theorema póde enunciar-se como se se- 
gue: 

resto da divisáo do producto de muitos factores por um 
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certo divisor é igml ao resto da divisáo, por esse mesmo di- 
visor, do producto dos restos que se obtéem, quando se divide 
por elle cada um dos factores. 

Porque, se dividindo rXr^xr'^ por d se obtem um certo 
resto, esse resto será ainda o mesmo depois de ajuntar ao di- 
videndo rx^'Xr" um muitiplo do divisor d (n.** 334): eas- 
sim, pois, addicionando-Ibe um multiplo de d tal que a som- 
ma seja igual DxD'xD", provar-se-ba que DxD'XD" 
e rxr'xr", divididos por d dao restos iguaes. E o tbeore- 
ma ficará demonstrado. 

337 resto da divisáo de um numero por 10, 100, 1000, 
etc, é numero representado pelo seu ultimo algarismo da 
direita, ou o formado peíos dois ultimos, ou pelos tres ulti- 
mosy etc, etc 

Com efifeito, se 65329, por exemplo, é o numero, teremos: 

6o329 = 6532x10 + 9 
= 6o3 X 100 + 29, 
= 65 X 1000x329. 



Ora, na segunda igualdade, por exemplo, reconhece-se que 
ajuntando a 29 certo numero de vezes 100 se fórma 65329. 
Assim, 29 e 65329, dividldos por 100 darao restos iguaes; e 
como 29 < 100, reslo da divisao de 29 por 100 será 29; 
por consequencia, o resto da divisao de 65329 por 100 é 29. 
E theorema fica demonstrado. 

Corollario — Para que um numero seja divisivelpor 10, 100, 
1000, etc, é preciso e bastante que seja terminado por um 
zerOy por dois zeros, por tres, etc, etc. 

338 Thcorema — resto da divisáo de um numeropor2 ou 
por 5 é mesmo que o resto da divisáo do algarismo das suas 
unidades por 2 ou por 5. 

E com eífeito, se tomarmos para exemplo o numero 65329, 
teremos que 

, 65329 = 65320 + 9. 
Ora, 65320 = ló, é, por isso, divisivel por 2 e por 5: logo 
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(n.^ 334) resto da divisao de 65329 por 2 ou por 5 é o mes- 
mo que o resto da divisao por 2 ou 5 do algarismo 9. 

Esdiolio. Vm numero é par ou ímpar quando o algarismo 
das suas unidades é par ou ímpar. zero é considerado 
como algarismo par; 2.®, para que um numero seja divisivel 
por 5 é necessario e bastante que o algarismo das suas uni- 
dades seja ou 5. 

339 Obserya^ao — As duas proposicoes estabelecidas no es- 
cholio precedente, haviam sido provadas por outro modo no 
Appendice III da 1.* secgao. 

340 Problema — Como se acha o resto da divisáo de um nu- 
mero por 2^ ou por 5^ ? x 

341 Theorema — resto da divisáo de um numeropor 9 ou 
por d é mesmo que o resto da divisáo da somma dos seus aí- 
garismos por 9 ou por 3. 

Tome-se para exemplo o numero 75836. Este numero é 
igual a 70000 + 5000 + 800 ,+ 30 + 6. 

Ora, dividindo 10, 100, 1000, 10000, etc, por9, obtem-se 
em todos os casos o resto 1 ; e por isso, cada um daquelles 
numeros é composto de uni multiplo de 9 e mais 1, ou 
(9 + 1). 

Assim, teremos: 

70000 
5000 
800 
30 
6 

logo, 

75836 = 9 + (7 + 5 + 8 + 3 + 6), 

OU 

75836 = 9 + 29. 

theorema flca pois demonstrado (n.® 334); porque 75836 
diminuido n'um certo multiplo de 9 ou de 3, dá 29, que é 
igual a (7 + 5 + 8 + 3 + 6); e, por consequencia, o resto da 
divisao de 75836 por 9 ou por 3, será igual ao resto da divi- 
sao de 29 por 9 ou por 3. 



= 7 vl0000 = 7x(9 + l) = 9 + 7, 
= 5x 1000 = 5x(9 + l) = 9 + 5, 
= 8x100 =8 X (9 + 1) = 9 + 8, 
= 3x10 =3x(9 + l) = 9 + 3, 

= 6: 
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Ctf-oUitrio — Pam que wm mwmerú tqa dwmvd 3 m 
por 9 é necesmrio e bastante que a mmima dos éeus cdgariS' 
mús seja dwiáffei por 3 ou por 9. 

Okamft(io — Esta proposi(3o foi demoQsirada no Appeocbee 
lU, da l.^seccio. 

342 nmmoA — rem da (Uvisáo de um mmero por li 
é mesmo que o resto da divisáo por H, excesso das&sf^ 
ma dós seus algarismos de ordem ímpar sóbre a somma dos 
de ordem par. 

Tome-se para exemplo o numero 75836. 

Sabe-seqae !00=r«9 + 4= Ú +1; que 10000 ==9999 
+ 1 = 1 1 1, etc; e d'ahi se conclue: qm todo o mmete 
formado pelaMMÚiade com um numero par de zeros é com- 
posto de tm multiplo de 11 e m^is 1. 

Sabe-se que 10=11 — 1; que 1000=:1001— 1=14— 1; 
etc, eic.; e d'ahi se conclue: que todoonumeroformadopela 
unidade com um numero ímpar de zeros é igual aummulti' 
plede 11 menos 1. 

Posto isto, teremos: 

70000 = 7 X 10000 = 7 X ( 1 1 4- = 1 i + 7, 
5000 = 5x1000 =5x(ii — l) = lÍ-5, 
800 = 8 X 100 =8x(l'l + l) = íi+8, 
30 = 3x10 =3x(li — l) = 1*1 — 3, 
6= 6; 



d'onde 

logo, 

ou 



75836=ll + (7 — 5 + 8 — 3 + 6); 

75836 li + [(7 + 8 + 6) - (5 + 3)], 

7o836=-iÍ+(21 — 8) 
= 11 + 13; 



que demonstra o theorema enunciádo. 

fyirtíkm — Para que um nwn&ro seja divisivel por 11, é 
net^ssario e bastante que a sonma dos algarismos de ordem 
ímpar seja igual á somma dos algarismos de ordem par, ou 
que a differenpa dellas seja divisivel por i 1 . 

Obserra^o — Se a somma dos algarismos de ordem ímparé 
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inferior á dos de ordem par, deve-^e entáo ajuntar II, ouum 
muüiplo de i{, á primeira, para se poder effeituar a sub- 
traccáo. 



343 Para fezer as provas das operacoes arithmelicas jpor um 
divisor, empregam-se sómente os divisores 9 e H; principal- 
mente p^rque o resto da divisío de um numero por 9 ou por 
il se determina facilmente. 

Mil^o — Para fazer a prova por 9 da addigáo de muitos 
numeros, ajuntam-se os restos da divisáo d'estesnumerospor 
9, extrahem-se os noves a esta somma, e depois extrahem-se 
os noves ao resultado da operacáo; e se os dois restos sáo 
iguaeSy obtem-se uma verificacáo do primeiro calculo. 



Ora, resto da divisao por 9 da somma obtida 8102 é 2: 
logo 8102 é com effeito a somma dos numeros dados. 

Snbtrai^o — Para fazer a prova por 9 da subtracgáo de 
dois numeroSj basta considerar que o maior dos dois é igual 
á somma do menor com o resto, e applicar a esta addigáo a 
regra precedente. 

Holtiplicacíio — Parg, tirar a prova por 9 da multiplicafáo, 
faZ'Se producto dos restos da dívisáo por 9 dos factores da- 
dos, e extrahem-se os noves a esse producto; e se o resultado 
é igual ao resto da divisáo por 9 do producto obtido, tem-se 
uma verificagáo do primeiro calculo. 
Isto resulta immediatamente do theorema do n.® 336. 
Observacáo — A regra precedente appHca-se qualquer que 
seja numero dos factores, cujo producto se quer verificar. 

DiTisáo — Para tirar a prova por 9 da divisáo, faz-se o 
producto dos restos por 9 do divisor e do quociente obtidOy 
ajuntarse a este producto o resto da divisáOy e extrahem-se 
os noves á somma; se o resto achado é igual ao resto da di- 



PROVAS POR 9 E POR 11 



EXEMPLO 



3457 = 9+1 
538 = 9 + 7 
4107 = 9 + 3 



8102 = 9 + 2 



20 




a96 



'insáo por 9 do dividendo, obíem'ee uma eerificafdo do pri- 
-nmro mlciáo. 

344 Os raciocinios que flzemos com respeito ao divisor 9 
applicam-se ao divisor 14 e a qualquer outro. 
' Porque sai bem feita a prova dos5, nao se deve conduir 
<xm segarauQa (fue o resoltado da opera^ eetá eiLacto ; m& 
póde-se affif m>r qne o érro, se exisle, é um miiltí{>k) de 9. 
Para que a prova por 11 sáia boa, 60DjiUK^meQle oomapfo- 
mpor 9^ será necessario que o érro do calcuk) seja um mul- 
tiirto de 9 e de 11, ou de 99. 

£XERGICIOS 

I [/m nwmro é divisivei por i,^o algarismo das unidades 
com dóbro do das dezenas dáo uma somma divisivel por 4. 

II Achar as condigdes da divisihilidade de um numero 
por 6. 

III Achar as condicúes da divisibilidade de um numero 
por 8. ' 

IV Um numero é divisivel por d9, se, dividindo o em clas- 
ses de dois algarismes eomegando pela direita, a somma das 
classes é üméml por "99. 

Achar as condifdes de divisibilidade de um numero por 

%m. 

V níxmero é ditximvel por 999, se dividmdO'O em ckm- 
ses de tres algarismos comecando pela direita^ a sonma das 
okmes é dwieivd for '99%. 

E qmee mo »s ^cmtéic9es da dimsibüiéaée por 1001? 

VI fara aehar o resPí da divimo de tm nnmero por um 
dos dimores 7, 14 «13, é preeisodiseorrercomsparaeiQhar 
da divisáo do mesmo numero peio Mviser 1001. 

E como se üohmrá *o resto^da dvmsño por 7 de um numero 
^mmor que tOOO? E o resío da divisao por 13 de um numero 
^ m^em nmor qm i&bO'i 

W Se fázmdo tma mwiíipHcagao se afasta atgum dos 
produetos parciaes uma ou nmitas cmas para a dk^eita ou 
para « esquerda, a prova por^ nm dmmcia o érro do calcu- 
lo. A prova porAi 4mmrát<mbem de demomtrar esse érro? 
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CAPITULO m 

1L\X1N0 DIYISOR GOHNÜM, E UENOR MULTIPLO GOMSIUM 

345 Tlwofena — Se um mmero divide muitos outros^ o tta- 
asimo divmr oommim de todos é esse numero <pie os divide^ 

entre íod^s mrá o mmer. 
Com effett(H o vñemr d'egses oiimeros é divisor cmMum de 
todes^ porq«e divide os maiores, pela hypothese, e se divide 
a si mesmo : e é o ^mximo divisor commnm, porque neDhum 
iHvisor commíimi dos lüiméros propostos póde exceder o me- 
nor. 

üoMllarM — Se dois numeros sáo divisiveis um pelo outro, o 
$Henor é o maximo commum divisor dos dois. 

346 Theorenia — Se o m^enor de muitos numeros nao divide 
todQS os outros, o maximo divisor commum de todos é o mes- 
mo que odo mmor e dos restos da divisáo de cada um dos 
oMrospelo dito num^ro menor. 

Sejam A>B>C>Dos numeros propostos, Q, Q', Q", 
Q& qflocientes, ^ E, a', fi'' os restos das divisoes de A, B e C 
por D. Teremos 

A-DxQ +R , 
B=DxQ'+Tl', 
C = DxQ"+R''. 

Ora, os divisores commans de A e D dividem R (333, co- 
roll.); os de B e D, dividem H', os de C e D dividem R"; isto 
é : os divisores communs de A, B, C e D dividem D, R R' e R''; 
e Tecíprocameiite, os dfvisores commufis de D, R, R' e ft" di- 
vídem A, B, C e B (392). Logo, o maior drfisor commimi doB 
ntiHieros A, "B, t¡ e D^o mesmo qoe o do numero meoerl) e 
dosrestosR, 51' eW. 

Cmnario — S/e dois numeros inteiros nSo s6o ékvisiveie um 
pelo outroj o maximo divisor Commum dos dois é o mesmo 
que do menor áos dois e do resto 4a sua áioimo. 

347 theorema precedente estab^ce o modo de Sfibstí- 
tuir os numeros, cujo maior divisor commum se busca, por 
outros mais simples. Estes poderao ser aindasubstituidospor 
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outros mais simples, e assim successivamente, até que se obte- 
- nham numeros, dos quaes o menor divída todos os outros: 
este numero menor será entSo o maximo divisor commum. 
Podémos pois enunciar as regras seguintes : 

I Para bmcar o maximo divisor commum de dois numeros 
inteiros, divide-se o maior pelo outro; se nao ha resto, o me- 
nor dos dois numeros é o maximo divisor commum; se ha res- 
tOy divide-se o menor por esse resto; depois o 'primeiro resto 
pelo segundOj o segundo resto pelo terceiro, e assim successi- 
vamente, até se achar um quociente exacto. resto que di- 
vide exactamente o que o precede é o maximo dívisor com- 
mum que se busca. 

II Para buscar o maximo divisor commum de muitos nu- 
meros inteirosj dividem-se pelo menor todos os outros; se as 
divisdes se fazem exactamente, o menor dos numeros é o mor 
ximo divisor commum de todos; se ha restos, pelo meno7^ delles 
se dividem todos os outros e o divisorprecedente; e assimsuc- 
cessivamente até se achar um divisorj e uma serie de restos, 
exactamente divisiveis pelo menor delles. resto que divide 
exactamente os outros da serie e o divisor precedente é o mor 
ximo divisor commum que se busca. 

Exemplo I — Buscar o maximo divisor commum dosmume^ 
rosime 918. 



Dispoe-se cada uma das divisoes pelo modo ordinario, com 
a differenca de que o quociente se escreve em cima do divisor. 

Obsem$ao — Pela applicacao da regra, ha-de-se conseguir 
que alguma das divisoes se faca exactamente; porque os res- 
tos vao diminuindo successivamente, e o seu numero ha-de 
ser limitado. 

Exemplo II— Btiscar o maximo divisor commum dos nume- 
ros 275, 385, 495 e 308. 



TYPO 00 CALCÜLO 

8 5 \ 



10 
18 



7524 918 180 
180 18 




309 



495 
220 



TTPO DO CALCULO 

275 385 1 275 308 | 275 

— ilO — 33 — 

i * i ' i 

33 iiO I 33 



275 I 33 220 
ii — 2á 



8 
33 




ii 22 I ii 

— - 

3 '2 



ii ~ 

6 I3 



Dividem-se os Ires numeros maiores por 275 ; depois, por- 
que as divisSes n3o s3o exactas, dividem-se 275 e os dois 
restos maiores por 33 ; e emfim, dividem-se 33 e 22 pelo me- 
Dor dos restos, que é 11. maximo dívisor commum que se 
busca é 11. 

348 Theorema — Todo divisor commum de muitos nu- 
meros inteiros divide seu maximo divisor commum. 

Porque divide todos os restos que se obléem, quando se 
busca seu maximo divisor commum (333 coroU.) : por con- 
sequencia, divide maximo divisor commum, que é um d'esses 
reslos. 

349 Theorema — Quando se multiplicam muitos numeros 
inteiros por um numero, seu maximo divisor commum 6 
multiplicado pelo mesmo numero. 

Sejam A>B>C>>D os numeros Q, Q', Q" os quocientes 
das divisoes dos maiores por D, e R, R', R" os reslos cor- 
respondentes. 

Teremos 

A = DxQ+R, 
C = DxQ'/+R''. 

Ora, se multiplícarmos por N os numeros A, B, C, D, os 
Dumeros D, R, R', R^', que substítuimos aos propostos, para 
buscar maximo divisor commum, bao de ser multiplicados 
por N; por consequencia, os numeros mais simples, que im- 
mediatamente substituimos a D, R, R', R'' sao multiplicados 
por N, e assim successivamente até se acbar maximo divisor 
commum. 

Logo, maximo divisor commum dos numeros propostos 
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é multiplicado por porqoe é um dos restos das divisoes 
effeituadas. 

CoroUario — Quando $e dividem dois ou muitos numeros 
inteiros por um mesmo numero, o seu maximo divisor com- 
mum é dividido por esse numero. 

Escholio— Este corollario permitte que, em alguns Cdsos, 
se simpliñque a busca do maximo divisor commum. Por exem- 
plo: busca-se o maximo divisor commum dos numeros 85200 
e 19200? Procurar-se-ha o de 852 e 192, que é 12 ; por cod- 
sequencia, o maximo dívisor commum que se busca é 1200. 

350 Theorema — Quando se dividem muitos numeros tn- 
teiros pelo seu maximo divisor commum, os quocientes que 
se obtéem sáo numeros primos entre si. 

que se demonstra facilmente pelo que Gca exposlo. 
iV. B. Podendo, todavia, nao ser primos enlre s¡ a dois 
e dois, no caso geral de serem tres ou muitos. 

351 Theorema — Todo o numero, que divide um produ- 
cto de dois factores inteiros, e que é primo com um delles, 
divide outro. 

Seja producto AXB, e N o divisor, que é primo com o 
factor A. AflSrmo que dividirá B. 

Porquanto, se A é primo com N, o maximo divisor commum 
dos dois é 1 ; por consequencia, o maximo divisor commum 
dos productos AXB e NXB será B. Ora, o numero N divide 
producto A XB, pela hypothese, e divide o producto NXB: 
logo (348), N divide B, que é o maximo divisor commum dos 
' dois productos. 

352 Theorema — menor multiplo commum de dois nu- 
meros inteiros, é igual ao producto de um desses ttumeros 
pelo quociente que se obtem dividindo o outro pelo maxima 
commum divisor de ambos. 

Sejam A e B os numeros propostos; seja D o seu maximo 
divor commum, e H o seu menor multiplo commum. Sejam 
tambem A' e B' os quocientes de A e B por D. Teremos: 

A-A'xD,B = B'xD. 
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Porque M é muUiplo de A, ba-de ser 

M=AxQ, ouM=DxA'xQ. 

E porque M é multiplo de B, ou de DXB'» será 

M DxA^xO _ A^xQ 
DXB' DxB' B' 

d'onde (380 e 351), 

Q = B' X Q', e, por consequencia, M = D x A' x B' x Q' ; 

seiído Q' um numero inteiro qualquer. 

Se substituirmos por Q' os numeros inteiros 1, 2, 3, . . 
successivamente, teremos a serie dos multiplos communs de 
A e B, a saber : 

AxB'xi, AxB'xS, AxB'x3... 

menor multiplo commum será AXB'; o que demons- 
tra tbeorema proposto. 

Escholio I — Todo o multiplo commum de muitos nume- 
ros é um multiplo do seu menor multiplo commum. 

Escholio n — Esta proposic^o será applicavel ao caso de 
serem tres ou muitos os numeros propostos, só se entáo 
forem primos entre si a dois e dois os quocientes das suas 
divisoes pelo maxímo divisor commum de todos ; visto que 
é possivel acontecer o contrário. 

A regra geral, pois, para buscar o menor multiplo com- 
mum de mais que dois numeros é a seguínte: 

Achar o menor multiplo commum de dois dos numeros; 
achar depois o menor multiplo d'esse e de terceiro; e o me- 
nor multiplo do numero obtido e de outro numero proposto; 
e assim successivamente até o ultimo dos numeros propos- 
tos (veja Exercicio II). E mais adiante, ainda, acbará o 
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leitor outra regra, mais síinples, qoe em geral se usa nes- 
tes casos. 

353 Regra — Para reduzir uma fracfáo á sua expressáo 
mais simples^ basta dividir ambos os seus termos pelo seu 
máximo divisor eommum. 

Pois os qaocientes obtidos serSo primos eotre si (n.^ 350), 
e a fracgio resultante será necessaríameQte irredactível 
(n.^ 304). 

354 Fica assim completa a regra do d.^ 94. meio mais 
breve e seguro de reduzir oma frac(So á sua expressSo mais 
simples, consisle em combinar bem as duas regras. 

BXBRCiaOS 

I Provar que o maximo divisor commum de muitos nti- 
meros, A, C, por exemplo, se acha, buscando: 1.^, o 
tnaximo divisor commum de k e que é d ; 2.^, o maxinio 
divisor commum de á e C, que é á' ; 3.^, emfim, o maximo 
divisor commum de á' e B, que é á'^ ; maximo divisor com- 
mum de A, C e B'j ou buscando: 1.^ o maximo divisor 
commum de A eB, que éB; 2.% o de C e qae é ^ ; 3.**. 
emfim, o de B e S', que é á" ; maximo divisor commum dos 
numeros propostos. 

II Provar que o menor multiplo commum de muitos nu- 
merosy A, B, C, D, se acha, buscando o menor muUiplo 
commum de A e B, que é VI; depois^ o menor multiplo de 
M eC, que éV!; e, emfim, ou de M' e D, que é U!'; menor 
multiplo commum dos numeros propostos; ou buscando o 
menor multiplo commum de A e B, que é m; depois, o de 
C e B, que é m'; e, emfim, o de m e m' que é VL"; menor 
multiplo commum de A,B, C ^ 0. 



Digitized by 



313 



CAPITULO IV 

NÜHEROS PRIHOS 

355 Todo numero inteiro sómente divisivel por 1 ou por 
si mesmo, é primo (142). 

356 Theerema — TedontmerOj quenáoéprmo, temumdi- 
visor primo. 

Com effeito, se o numero N nao é primo, elle tem um di- 
visor N', maior que 1 e menor que N. Se N' é primo, o theo- 
rema está provado; mas se n3o é primo, entao admitte um 
divisor N", maior que 1 e menor que N', o qual, porque di^ 
vide N', é necessariamente divisor de N (332, corolL); por 
consequencia, se N'' é primo, o theorema está demonstrado. 
Supponbamos ainda que N" nao é primo: entao elle admitte 
um divisor N"', maior que 1 e menor que N''; e discorrendo 
por este modo, necessariamente se ha-de achar um divisor 
primo de N. Com effeito, a serie dos numeros N', N", N'", é 
composta de divisores de N, que vao decrescendo, e que sao 
todos maiores que 1 ; o seu numero é pois limitado ; e como a 
serie dos divisores nao acabará senSo quando se achar um nu- 
mero primo, segue-se que o numero N tem um divisor primo. 

CoroUarie — Se dois numeros nao sao primos entre sij elles 
téem um divisor primo commum. 

357 Theorema — Vm numero é primo^ quando náo é dim- 
sivel por nenhum dos numeros primos, cujos quadrados sáo 
menores que elle. 

Seja numero N; e sejam a<C6<c. .. os nu- 

mw)s primos taes que a*<ft*<c'<. .. <&*<N<P. 

Se N nao é divisivel por nenhum dos numeros primos a, 
h,Cy ... k, l, tambem nao será divisivel por qualquer outro 
numero n3o prímo menor que l\ alias, sería divisivel pelo di- 
visor primo d'esse numero, isto é: por algum dos numeros 
primos a, ft, c, . . . ft. . . ; contrariamente á hypothese. 

E, em segundo logar : se N fosse divisi vel pelo numero w> /, 
quociente da divisSo seria menor que /, porque N</Xí; 



Digitized by 



por coDsequencia, teria o numero N por factor um numero 
menor que /, e sería divisivel por elle, o que é impossivel. 
Logo, numero N é primo. 

358 Do theorema precedente se conclue a seguinte . 
Regra — Para reconhecer se um numero éprimx), divide-se 

mcc€mtanmn$e pelm mmero» prmos ^ 3» 5> 7^ 1 1 . . .; se 
nenhuma divisao se póde fazer exactamenle, até se obler um 
quoeiente mmor qne a dwisorprimo empregado, p, anumero 
proposto é primx). 

Exmplo. Seja o Dumero 167. 

Este numeranao é^difisivel pelos numeros Brimos 3, 3;^, 5y 
7> ll;.e a divisao por 13 dá um quociente m^oor qpe 13. 

Conclue-se, pois, que 167 ó numero primo^ 

359 Ccmstrmgao de uma taboa de numeros primos^ 
Todos os numeros pares, excepto o 2, nao sao primos; por 

coBsequeDcia, para sM^bar os numdroa priiDOS, moQores qp¡» 
lüOO, por e&emplo, priadpia-se por escrever por sua ord^m 
os nnmeros até 999, de dois em dois> e come^ando no á^ como 
se segue: . 

1 2 3 5 7 9 11 13 i5 17 19 2Í 23 25 27 29 31 33 35 a7 39 41 
43 45 47 49 51 53 55 S7 59 ai 63 63 67 69 71 73 75 77 79 g* 

83 85 87 89 91 93 95 97 99 101 103 105 107 109........ 

97^ 981 983 985 987 989 991 9^ 995 997 ^ 

numer 3 é primo, porque nSo é multiplo de %: mAs> co- 
megando no 3, riscam-se todos os numeros de tJRets eiftitrest 
porque s3o multiplos de 3. num/ero immediate, 5, é ppimo, 
porque nio é multiplo de 2 nem de 3 ; e slk^primos todKi^ o^m- 
meros nao riseados até 25 (n.'^ 357) : agora» risca-se 25^ e vis- 
cam*s6 todosos numeros de cinco em cinisov. (^mecaisdo no 2^ 
Onamfro seguinte, 7, é primo: tjodo$>os:aum6ffos^nao«ridcie 
ám até 49 sao primo»; e depois riscar^e o oumeiTO 49^« Q 
cam-se BtmeDOft de sete m\ sete,. com^cando %o 49^ Ifiia* 
cam-se^ eafin, os nultiplo& ifiqMres. de li, con^i^aado em 
l^; os de 13^ OMpecaQdo em i69; os di^l7, os de i9>.(i^da 
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21, 23, 29, 3i; e ¿tepois, to(b)s os mtmeFOS nao risadps sao 
priHMs; porque 37»«136S>10()0. 

Os Dmneros prii&os assim.obtídos sao todos qs menores que . 
iOOO, oomo se quena^ 

380 IftMreM — A serú do9 num&i'as primos é ülimUada. 

Supponhamoft N sejao Biaior oumero ppimo^conbeddo. 

Foniie-«e oproductode todososBiumerosprimos> 2, 3, 5,... 
até^N, ajwite-se i a ^se producto» e ter-se-ha : 

2x3x5x7x xN + l = S. 

Agora, ou S é primo ou nSo: se é primo, o theorema está 
dfemonstraáo; e se nSo é primo, tem um divisor prirao (356), 
qne n3o póde ser nenhum dos numerosprimos 2, 3, 5, 7, até 
!P, e qoe ha-de necessariamente ser maior que K. 

ResuUa d'ahi que, em sendo conhecido umnumero primo M, 
é possiVel obter outro maior. Logo, a serie dos nuíBeros pri- 
mos é ilümitadd. 

3B4 Theercina — Tódo o nmberOs que nao é primo, é igual 
a um prodmto de factoresprimos. 

Com effeito, se o numero N nao é primo, elle tem um di- 
visor primo a; e, por consequencia, sendo o quociente, será 

N = a X g. 

Se é primo, o theorema está demonstrado; porque N é o 
producto de dois factores primos. Mas, se q nao é primo, elle 
tem um divisor primo 6; e entao, representando q^ o quo- * 
ciente, teremos 

g = & X 9', ou N = a X h X q'. 

Se q' é primo, o theorema está demonstrado; e se q' nao é 
prkBév contínna^e a. discorrer como acima^ até se ol:Mter um 
epiooiaute qne seja prhno, o que ha-de necessariamente acoB- 
tsoer; aüás ess^ Qimieros inteiros, que váo diminuindo, for^ 
mariam uma serie iHimitada. 

362 Na dei»oo6ti*acao pitecedente nao é aecessarioique os 
dmsoves. % b, ,. . . se^am cfiffereQtes. Um meamO'faetor péde 
entrar muüas. vezes noi producto. 
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Do theorema precedente se dedaz a seguinte 

Regra — Para decompor um numero em factores primos, 
ensaiorse a divisao d'esse numero por algum dos divisores 
primos 2, 3, 5, . . . por sua ordem de grandeza, cujos qua- 
drados náo excedam o mesmo numero. Se nenhuma dessas 
divisóes se póde fazer exactcmente, o numero é primo. 

Se algum quodente é exacto, divide-se pelo mesmo numero 
primo já empregado, e continua-se assim a dividir os quo- 
cientes consecutivos, até se obter um que náo admitta esse 
mesmo divisorprimo. Ensaia-se depois a divisao deste ultimo 
quociente obtido; observando quenaopódeserdivisivelsenao 
pelos numeros primos, maiores que o empregadonasdivisSes 
precedentes. Continuam-se estes calculos até que se obtenha 
um quociente que sejaprimo; divide-se estepor^mesmo, o que 
dá para ultimo quodente a unidade, e a operagao fica ter- 
mináda. numero proposto é o producto de todos os numeros 
primos que serviram como divisores, com expoentes formados 
de tantas unidades quantas as vezes que foram empregados. 

Exemplo. Decompor 25480 em factores primos. 



TYPO 00 CALCULO 


25480 


2 


12740 


2 


6370 


2 


3185 


5 


637 


7 


91 


7 


13 


13 


1 





Logo, 

25480 = 23 x5x7»x 13. 

Obserra^id— Quando se reconhece que o numero dado é o 
producto de dois factores compostos, póde-se decompor se- 
paradamente esses factores, e reunir depoís os resultados 
n'um producto. 

Exemplo. Deeompor 2400 em factores primos. 

Percebe-se que 2400 »24x100. Basta pois decompor 
24 e 100, e reunir n'um producto os dois resultados. 
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363 Hieorema — Todo mmero primo, que divide umpro- 
ducto de factores, divide pelo menos um dos factores. 

Seja P numero primo, eAxBxCxDo producto. 

Se P n5o divide D, divide necessariameüte o producto 
(AxBxC); e, dividindo este producto, se nao divide C, 
ha-de dividir (AxB); e se, emflm, é primo comB divide A; 
que demonslra o theorema. 

CDrelhrio I — Vm numero primo, que divide umproducto 
de factores primos, é igual a um delles. 

Gorolhrio li — Todo o numero primo, que divide a potencta 
de um numero, divide o mesmo numero. 

Porque a potencia do numero é um producto de factóres 
iguaes a esse numero. 

Gorolhrio ili — Se dois numeros sáoprimos entre si, as suas 
potencias quaesquer sáo numeros primos entre si. 

Porque se as potencias tivessem um divisor commum, os 
dois numeros n5o seriam primos eñtre si; pois teriam o mes- 
mo divisor commum que as suas potencias (coroU. ii). 

Gorolhrio IV — Vm numero^ que éprimo com todos os facto- 
res de um producto, é primo com o producto. 

Porque, se o numero nao fosse primo com o producto, os 
dois teriam um divisor primo commum, o qual, por dividir o 
producto, havia de dividir algum dos factores (n.® 363); con- 
trariamente á hypothese. 

Gorolhrio V — Vm numero, que é primo comumproducto, é 
primo com todos o$ factores d'esse producto. 

Pois se esse numero e algum dos factores tivessem um di- 
visor primo conunum, este numero primo dividiria o producto. 

364 Theorema — Vm numero náo póde ser decomposto em 
factores prinws senáo por uma unica maneira. 

Seja numero N. Se é possivel, seja elle decomposto em 
factores primos por dois modos; sendo a, b, c, d, os factores 
que se obtéem pelo primeiro modo, e a', b', d', d' os que se 
acham pelo segundo. Por serem ambos os productos iguaes 
aN, será axbxcxd^a' xb'xc'xd'. 

Ora, porque a divide o primeiro producto, ha-de dividir o 
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segundo, e ser ignal a algiHa dos factores deste (363, conüft. i), 
a a\ por exemplo. 

Igaalmente, porque h divide o primeiro producto, d€lve di- 
vidir segundó, e ser por isso igual a qim dos faclores ^ste 
producto, a V, por exemplo. 

E continuando a discorrer pelomesmomedo, cooeluiremos 
que c=c\q que d=d!. Logo, se dois pt-oductos ée íaetores 
primos sao iguaes, cada um dos factores de um dos prodactos 
é igual a um dos do oulro; e, por consequencin, os dois pro- 
ductos sao formados pelos mesmos factores com expeeates 
iguaes. 

Logo, nenhum numero N póde ser decomposto em factores 
primos por dois modos/differentes. 

365 Theor«na — Todo o nmnero divisivel por úuiros primos 
entre si dois a dois, é divisiml pelo seu preéucio. 

Sejao num^o N, divistvel peles numerosa, 6, c, pri«ios€&tre 
si dois ^ dois. Digo que N é divisivel peio producto ax})X.c. 
Com efifeíto, se K é divisivel por a, será 

E se N é divisivel por fc, tambem o producto axqk ¿Ivi- 
sivel por b: ora, porque b é primo com a, b divide q\ pc»* 
consequencia, 

Finalmente, c, que divide N, ha-de ^vidir q^; Iqgo 

N = ax6xcxí''; 

isto é: t> inimerolf é multiplo do producto^xftX^, |)ois 
é um numero inteiro qoalquer; o q«epr6«va^<tb^)PaDnL 

366 Titeormim — Para que dois nmneros sejam divimeis 
um pelo otoro, é necessario e mffieiente que o diméenio^M^ 
tenka os factores primos do divisor, cem expmttes égmm 
pelo menos. 

Pois fazendo-«e a divisao exactamente, o dividendo é ignd 
ao producto do divisor pelo quociente, e contém todos os fa- 
ctores prittios dos dois numeros. Logo, todos os.ftotores pri- 
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mos do drvisor entram na «formaíSo flo dividendo, com eR»- 
poeiites iguaes pelo menes: logo, eáta <50f¥dic5o é necessarMk 

E é sufficiente: porquánto, se eHa se reriiza, o quocleiíte 
ha-de ser inteiro, e formado pelos factores que entram no di- 
videndo sem entrarem no divisor, e pelos factores communs 
aos dois termos com expoentes iguaes ás diÉFerengas dos seus 
expoentes respectivos. 

367 Regra — Para achar todos os divisores de um numerOj 
decompóe'Se esse numero em factoresfrimos, escreve^se sóbre 
a cotumna dos dimsores 6 éivisor \, e multipUca-se este pelo 
fttctor immediato, escrevendo logo debaixooproducto obtidxy; 
formam'S'e dtfpois todos os ouíros divisores, multiplimndo ^ 
já obtidos pelo factorprimo seguinte^ e evitandoescrever dnas 
vezes um mesmo proáucto. 
Exemplo. Buscar os divisores do mme^'o 

TYFO M CAUCllU) 

i 

2 

3, 3x2,3x22, 3x23 
3^,32x2,3^x22,32x23 

5 5x2, 5x22, 5x23, 5x3, 5x3x2, 5x3x22, 5x3x2 3 
5x32, 5x32x2, 5x32x22, 5x32x23. 

'CGttH ^e9to,'porqtifro utiroero dado édivisivel por2,«* e2^ 
por 8 e 3^, e por 5; « porque s8o primofe entre »i dás adois 
os tepmos ^xmdí das-series own as das oott^, loSosos pw^- 
ductos fleStes 'termífe serSo divisores do nuaiero í»*opo9to 
(n.« 365). 

Ora, os^roaoctos obtiíteB, pela apirtitsaóSo da r^gra, ^ao 
toflos os qweise podem Ibrmar eom os termos éas ^ÉferwtoB 
serie^; logo o «umero proposto nSo tem oiitros diráoreB. 

A regra enunciada ensina pois a obter todas os divi8«ieB 
de üm mimero dafto. 

fischoBd^Peim stéer o nmnero toíal dos ékisortsée um 
iiumero^ €fjurñu^ imwtekfe^cííitetíw^^ 
seus factores primos, e formshse o produoto dos mtmerúsW' 



360 


2 


180 


2 




2 


45 


3 


ii; 


3 


5 


5 


1 
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sim obtidos. Para se provar esta proposicao, ordenem-se pri- 
meirameDte em linhas horisontaes as potencias dos divisores 
primos do numero, como se segue: 

1 

2 22 25 

3 32 
5. 

Depois, tome-se sentido em que: 1.^, o divisor 1, e mais 
os 3 que se obtéem, multiplicando cada um dos termos da se- 
gunda linha pelo unico termo da primeira, formam uma tota- 
lidade de (3 + 1) divisores; 2.^ os (3 + 1) divisores já obti- 
dos, e mais os (3 + l)x2, que se aCham multiplicando por 
elles cada um dos 2 termos da terceira linha, dao uma totali- 
dadede(3+l)x2 + (3 + l), divisores, istoé: de(3+l)X 
(2 + 1) divisores; 3.^ os (3 + 1)X(2 + 1) divisores já obti- 
dos, e mais os (3 + 1 ) (2 + 1), que se acham multiplicando por 
elles uníco divisor da quarta linha, dará uma totaUdade de 
(3 + l)X(2+l) + (3 + í)X(2 + l),ou(3 + l)X(2+l) 
X (1 + divisores. E o principio que se enunciou üca assim 
demonstrado. 

368 Regra — Para achar o maximo divisor commum de 
muitos numeros, basta decompo-los em factores primos^ e 
formar um producto de totjíos os factores primos communs 
aos numeros dados, dando a cada factor o menor expoente. 

E com effeito, o producto a§sim formado é divisor conamum 
dos numeros dados (n.® 366) ; e é o maximo divisor commum, 
pois se tivesse mais um unico factor, nao sería divisor de al- 
gum d'esses numeros. 

369 Regra — Para buscar o menor multiplo commum de 
muitos numeros dados, basta decompo-los em factores pri- 
rnos, e formar umprodu^to de todos os factores primos diffe- 
rentes, cada factor com o maior expoente. 

Porquanto, o producto assim formado é multiplo commum 
de todos os numeros propostos (n.® 366); e é o menor mul- 
tiplo commum, porque se tivesse menos um factor, nao seria 
divisivel por algum d'esses numeros. 
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370 Rcgra — Para reduzir fracgóes ao menor commum de- 
nominador, forma-se o menor multíplo commum dos denomi- 
nadoreSy e divide-se este por cada um dos numeradores das 
fracfóes; depois, multiplicam-se os numeradores pelos quo- 
cientes respectivos^ e dá-se a cada um doéproductos obtidos, 
por denominador, o menor multiplo commum dos denomina- 
dores. 

371 Rcgra — Para tornar quadradOj ou cubo perfeito o de- 
nominador de uma fracgao (n.^^ 131^1 40y, basta multipUcar 
ambos os seus termos pelos factores primos do seu denomi- 
nador, elevados a uma potencia ímpar, no primeiro caso; e 
multiplicá'los pelos factores primos do seu denominadors ou 
pelos quadrados d'esses factores, cujos expoentes forem mul- 
tiplos de 3 menos 1, ou multiplos de 3 menos % no segundo 
caso. 



2i 
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LIVRO II 

NUMEROS INCOMMENSÜRAVEIS 



N0(9ES PRELHINARES 



•372 Os nameros incommensaraveis náo podem ser exactamente de- 
terminados, porque as quantidades, cujas medidas elles exprimem, náo 
se podem considerar formadas de unidades, qualquer que seja a or- 
dem destas. 

O unico meio de determinar um numero incommensuravel consiste 
em designar quaes sao os numeros commensuraveis menores ou maiores 
que elle: por este meio, a quantidade expressa por um numero incom- 
mensuravel póde ser considerada como o limite de quantidades re- 
presentadas por numeros commensuraveis maiores ou menores. 

*373 Theorema — Sendo dado um numero incommensuravel qual' 
quer, podem-se achar dois numeros commensuraveis, que entre si o 
comprehendam, cuja differenga seja táo pequena como se quizer. 

Seja n um numero inteiro qualquer. Os termos da serie 



crescem sem limite; e porque comeQam de o, um nnmero incommen- 
suravel dado, qualquer que seja, fica necessariamente comprehendido 



Ora, póde-se tomar um numero n muito grande, de modo que a frac- 

Qáo - seja láo pequena como se queira, ou inapreciavel : por cxmse- 

quencia, o theorema fica demonstrado. 

•374 Resulta do theorema precedente que a um numero incommen- 
suravel se podem sempre substituir oulros commensuraveis, com um 
érro táo pequeno como se queira, por falta e por excesso; e que, por 
consequencia, podémos considerar que o resultado das operagdes sábre 
fmmeros incommensuraveis é o limite dos resultados que se obtéem súb' 



1 2^ _3 _4 
n n n n 



etc. 



entre dois termos f e . 
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stiíuindo a cada um á^esses numeros valores commensuraveis successi- 
vos, que delles se appí*oximem indefinüamente. 

Podémos poís applicar aos numeros incommensuraveis os iheoremas 
demonstrados no capitulo I do livro precedente, para os numeros com- 
mensuraveís. Por exemplo: 

iVwm producto de muitos factores podem-se inverter os factores. 

Para multiplicar um numero por um producto de factores, póde-se 
muitiplicá'lo successivamente pelos factores do producto. 

Para multiplicar dois pfoductos, basta formar um producto com os 
factores do multiplicando e &m os do multiplicador. 

N*um producto de factores póde-se substituir gualquer numero deUes 
pelo seu producto tffectmdo, 

Para multiplicar um producto por um numero, basta multipUcar 
por esse numero um dos factores do producto. 

Os íkeoremas relativos ao h^cuío éus éapresáoes frmoianarias da 
fórma (n.»' 296 a 303)^ applicam-se ao caso em ^ue « « 4 repremi- 
tam numeros incommensuraveis. 

'JBmo^lo X — Muda o producto de dois numeros incommensuraveis, 
pMMdo-se inveríem os factores? 

Sejam Ji ^ N ^«s 4ois «lameros propostos, e representem m e « 
n e n'^ nufBeros comoieasaraveis, que se approximam de V e por 
lidta e^mr axces60,.tanto como se qaer. Teremos entao 



idKa,'^im mxn=^nxmcQmo m' xn' = nf xm'; por conse- 
quencia, os productos M x N e N x M estao entre mxnem' xr^: 
e porque as differengas m' — w e n' — n se podem fafer tínonge^fm- 
nss'oema^'queiiia^ íí'4iñmmqdL'm x«» — iti' Xr«i(dpéd0tseAoruardté 
tepremarel; e iMisse 4:aso.nao tuverá differeQK^a ;^reciavel entre os 
productos M X N e N X M. Logo, neste sentido, o principio üot de- 
mQostrado. 

JSzempIo n — il razao entre áuas grandezas A e'B^ 'éa fimsma es- 
pecie, é igual ao quociente dos valores numericos éeseas éuas §rmiés- 
XQ$ referídas ambas a uma unidade commum. 

fi^peaentem m e n e n'« nameros commeD8tir«veís,'<}tte «enp* 
proximam de a e por falta e por excesso, talrto'como^ «pi^^ 



w<ll<«'e^<N<tt'; 



d'onde 



mxn<MxN<m'xn' 



e 



n X m < N X M < n' X m'. 




m 

sendo»^ e Ir og oaiaeros íacoinmensaraveís qiae exprimem as grande- 
la&AteB^ Tereiaos 

m<a<tnf en<b<n^; 

d'onde 

wi ^ a ^ m' 
n' n * 

Seja r a razio entre as duas grandezas A e B. 
Ora, se dívidirroos Wemnt partes* igtfaesv a grandeza A nao poderá 
eonter dessas partes: logo 

mf 

r . 
n 

E se dlvidft-mos B em n' partes ignaes, a grandeza A eonierá m 
dóssas partes, pelo menos; logo 

m 

'>;^- 

Resulta d'aqpi que os numeros r e ^ estao entre ^ e ^,cajadiflb- 
nniQaé 

mfxn' — mxn 
nxn' 

Sappondo agora, que os numeros m e m', n e n' sao approxímados 

dea eb, até menos de -^,. a expressaa (1) se transformará na se* 
guinte 

(m+ i) (^ + ^) ^ X wxn 



P V P P ^ P 

n n>+i n X (n + i) 

iw + n+i ^ 
nx(n+i)' 

istoé: 
Por consequencia, 

w' tn i /m \ 



i2 



e 



e com maior razao 



— x( — + i); 

n n' n \b / 

Í-'<7x(t+')- 
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Ora, póde-se suppor a unídade dividída n*iim tao grandenuioerop 
de partes ignaes qae o nnmero n seja tao grande conio se qneira; de 



«375 Áddicionar ou subtrahirnnmeTOs incommensurayeis, é buscar 
um numero que expríma a somma ou a difieren^ das grandezas ex- 
pressas pelos numeros propostos. 

Multiplicar um numero incommensnravel por outro commensura- 
vel, é formar um numero com o multíplicando assim como o mulUpH- 
cador se forma da unidade. Mas, multiplicar um numero qualquer A 
por outro íncommensnravel B, é buscar um numero menor queo pro- 
ducto de A por um numero commensuravel maior que B, e maior que 
producto de A por um nuroero commensuravel menor que B. 

Dividir dois numeros A e B um pelo outro, é buscar um terceiro 
nümero, que, multiplicado pelo dívisor B, dé um producto igual áo 
díTidendo. 

Elevar a uma potencia um numero incommensuravel é formar um 
producto de factores iguaes ao numero dado. 

Extrahir a raiz a um numero incommensuravel, é buscar um nu- 
mero, que, elevado á potencía designada pelo grau da raiz^dé umre- 
sultado igual ao numero dado. 

Esoliolio I— A unica opera^o que exige uma definigao nova, éa 
multiplica^áo, no caso de ser o multiplicador numero incommensu- 
ravel. 

Escliolio n— Toda a theoria das analogias oupropor^desentreos 
numeros commensuraveís, (analogia, em mathematicas, é synonymo 
de propor^ao,) em virtude dos principios acima estabelecidos, é exten- 
siva aos numeros incommensuraveis. £ssa iniportantissima theoria 
póde assím considerar-se perfeitamente acabada. 



modo que de -j" 1 j seja inapreciavel. 

Logo, necessaríamente, f =r; 
como queriamos provar. 



DAS OP£RA(OES em omL 




3Í7 



CAPITULO I 

CALCULO DOS RADICAES 

•376 Theorema — producto de muitas radicaes de um memo 
ifrau é igual á raiz d'esse grau do producto dos num^os a que esses 
radicaes se applicam, 

Sejam os radicaes do grau a,^ / b,\/ c. Digo que 

m / m / m/ m/ 

i/aXi / bx^ c^Uaxbxc. 

Com effeito, se elevannos á potencia m ambos os membros desta 
igualdade, teremos 

/ml \ro /"/ \" /™/ \™ /n™ / 

d'onde 

axbxc^axbxc', 

qne demonstra o theorema (nogoes essenciaes, proposi^o 3/) 

OoroUario— A raiz de grau mdeum producto obtem-se extrahin' 
do as raizes de grau m dos factores, isto é: 

m / ro / ro / 

axbxc^^ ax^bXKj c. 

•376 (a). Theorema — Para multiplicar um radical do grau m 
por um factor, muttiplicam-se pela potencia do grau m d'esse factot* o 
numero aqueo radical se affecta. 

Seja radical ebo factor. Dígo que Ya'x b^^axb^. 

Poís b = y^: por consequencia» 

ro / ro / ro / ro / 

Wax6==i/aXi/6-=4/ax5". 

m 

Obserrag&o — Qnando se sabstitue assim um producto ^ 

pofi/ a X 6" d¡z-se que se faz entrar o factor no radical. 
V m/ m/ 

Reciprocamente» póde-se substítuir i/a x ^ por x i/a; e eu- 
tio extráke-se o factor b do radical. 
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•377 Theorema — quociente de dois radicaes de grau m é igual 
á raiz de grau m do quodente dosfmmeros a que osradicaesestaoap- 
plicados, 

Sejam^a"e tjj^ft" os dois radicaes. 
Porque 

a sas X 6, será, (n.^ 378)^ 



4'onde 



Ck>rollario — A raiz de gran m uma fracgao é igwü ao quocienr 
te das raiges de^graiu m dos sem dois termos, 

•378 Thaosema— Plira ekvar um radiccA a nma potimsia^ basta 
elevar a tssa potencia o numero que está d^ixo do radicai, 

Seja y/a radical. Tereroos 
E, em geral^ 

T>í.B. Sendo n om niunero kitdiro qaa^fier. 
•379 Tliearema — Para extrahir a raiz de grmk n de um radicalp, 
basta multiplicar por n o indice do radical. 



Seja^y^ o radical. Digo qoe ^y/ y^a =^ ^y/^ 
/ n/jTTilX mxn/n»XB/~"\wixn 

IvV") - l v°) ■ , 



Gom efleito, 
oa 

d'ondé 



I a ) , OQ a » a. 



Ck>rollario -^Para extrahér de um^ mumro « nnMkraó^ 4¡l^ 
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é producto de muitos factores m, n, p, basta eoetrahir a raiz degrau 
m de a, depois a de grau n do resuUadb^ e emfim a de grau p. 
E com efifeito, em virtude do tl^orema, será 



•380 Theorema— [7m radical náo muda de valor, quando se muUi' 
plica seu indice por um numero n, e se eleva GúwjumctamenU á.pO' 
tencia de gráu n o numero que está debaixo do raMeal. 

mj mxn/ ml 

Seja radicalt/a. DigO' <ni8 v^'' = i/*- 

E com efifeito, cada nm dos r^dicaes elevado á potencia m x n dá 

*38i Reducgao de radicaes ao mesmo indice, 
Sejam os dois radicaes y/^ e ^^3^ Teremos : 

3X4/— 12/ 4/— 4X3 /~ i2/— 

D'aqui se conclae a seguinte : 

Re^a — Reduzem-se muitos radicaes ao mssfim imdice^ multiplican- 
do indice de cada radical pelo producto dos indices de todos os outros, 
e elevando o numero posto debaixo do^ raáicai ápotencia designadapor 
esse producto* 

Podeohfie rednzir os üadfcaes^aonKnopiadicb eommum^ ignal ao 
menor multipto commum dos indices. 

Para multiplicar ou dividir radicaes que tiem indices ddfferentes, re- 
duzem-se primeiramente ao mesmo indice, 

•382 Tlieorema^£&ii radicai nab muda de vahr^ quando se divide 
indice por um dos ieus ékisores n,>e se extráhe a r$,iz n ao numero 
que está débaixo do radical, 

Seja radical © n uñy dívisor de mt 
II» 



Porque w =^ - x »^ será 



n 



Esoliolio— Este theorema permitte simplificar um radical,qaando 
nun^ro a que o radical está applicado é potencia^ cujo expoente 
diviée^aindioe. 
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KXEBCICIOS • 



yJ7 Xy/Txy/T = 00 
n. Ca¡cular9^^. 

= 029xy/r = y/5103. 

ni. CateM/ar-í^. 

v/r 

IV. Calcular í s j 

V. Cakuiar ^/27x^14 ató m^noj líe 

y/í? X lit + 11^ X y/14 = 3267 + ^Ii6xl4 = 



24801854- 



Extrabe-se depois a y/ 24801854 até Qnidades, junta-se a 3267, e 
6xtrahe*se a raiz quadrada do resultado, a qual se di?ide*8e por il. 
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VL Cálcular ^ i^ — ^^Y^ até menos de-^. 

kj i 3 

VII. Calcular 4 / 3627 ^ até menos de — : 

V 7 11 

VIII. CalctUar 3 x y/ 1549,758, a menos de ~ 

2 6/ 1 

IX. Calcular ^ X W 1865,312175, a menos de — . 

X. Calcular ^^x^^ x^^x^^- 



XI. Provar que\ 



XII. Veri/icar a igualdade seguinte: 
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§ lela{l« Mlre m eiméM Mtt « • 4t retiltaét 

•383 Érro absoháa é a differenga entre o valorisxacto de uma qtotD- 
tidade e o sea valor approximado. 

Por ex^emplo, 3,14159 é o vator approxímado de j^, por fklta, em, 
am érro absolato igual a 0,000002t^3, menor qae 0,000003 e com 

355 

maíor razao que 0,00001; e 3,1416 é o> valor apprMimado de ~ 

por excesso, com um érro absoluto igual a 0,000007347, menor qae 
0,000008, e com maior razao menor que 0,0000 1. 

Érro relativo é a razáo do érro absoluto^ao numero exacto a que 
elie diz respeito 

355 

Por exempla: 3,14159 é o valor approximado de — por fáita, com 

o,ooooaas53 i 
um érro relativo igual ^j^^, isto é: igual a— j^j-^menor 

que 7¡gj¡¿^, e com maior razáo, menor que 755555^; « 3,1416 é va- 
355 

lor approximado de j^, por excesso, com um érro relativo igual a 

0,000007347 . , 1 1 

, ou iffual a , menor aue . e com maior 

3,141592653' ^ 314159J653 : 7347' ijfím ' 

1 

razao menor que ji^. 

Resulia destas deflnigSes: 1.*», qiM para se obter o érro relativo, basta 
dividir érro absoluto pelo numero exacto; 2.*», quepara obter o érro 
absoluto, basta multiplicar o érro relativo pelo numero exacto ; 3.% que 
para obter o numero exacto^ basta dividir o érro absoluto pelo re* 
lativo. 

Nos calculos de approximaQáo quasi sempre os numeros exactos sáo 
incognitos: por consequencia, o érro absoluto é igualmente desconhe- 
cido, e tambem o relativo ; sómente se conhecem os limites dos erros, 
isto é : os termos que os erros náo podem exceder. Nos exemplos pre- 
eedentes, 0,00001 é o límite commum dos erros absolutos dos valores 

approximados; e ¡555555, e 'íóSoo* ^ limites dos erros relativos 
dos mesmos valores. 

•384 Regra — Para obter limite do érro relativo de um numero 
approximadOj divide-se a unidade pelo numero formado pelo primeiro 
álgarismo da esquerda do numero, (ou por 1), seguido de tantos zeros 
quantos sao os algarismos exactos após primeiro. 
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Exemplo: a:^.7^3427j.a oieQos de 0,001. Os .cinoo.aigdnsmos da 
esquerda ^'exaclos: o érFO relalivo será meaor ^j^, &mm miior 
razao menor que 

•385. ííegrra— Para'Oftíer limite do érro ahsoktío^ ^qmndo co- 
nhece o do relativo, >de um ntmero app«toximado, ¡mtltyplica'Se o ér- 
ro relativo felo vcdofi^ reiaiivo 4o pritneiro algarimo.d^ esquerda do 
numei^o^ augmentando uma unidade a este algarismo, 

Exemplo: X = 839,43813 , com um éiro rekMvo>mhenor que 

0,0001. érro absolulo ó menor que 0,0001 x 900, ou que 0,09: por 
4N»iise^eBcia.sóroente ^s quatro algarismus da esqu^da sao exactog, 
e^teFomds Z ^^9^ a meDos de 

Oulro exemplo : X = 0,005273849, , cot» um érro relativo me- 

nor que O^OOOQl. érro ^irbsolulo .é menor,qae 0^00001 x 0,006, ou 
qne 0,00000006: ha pois sete decimaes exactos, e temos X = 0,0052738, 
a menos de 0,0000001. 

Observa^Eo -— Quasi sempre, p»ra abreviar, sopiffime-se no enun- 
ciado a palavra limite : mas é jiecessario entender muito bem que o 
que se denomina érro é propriamente só o limite. 

Appliquemos agora estes; prifloipios ás seis opeca^s do calcttJo. 
»««966 XbQKHwma^ O mro lobstííuto 4» domma denmiQS mmevos, 
approximados n'um mesmo sentido, é igual á somma dos erros absolu- 
tos d'esses numeros; e se os numeros sáo approximados em sentidos 
contrarios, é igual á differenca entre a somma das erros Mb^olutos dos 
numeros approximados n'um sentido e os dos approximados em senti- 
do contrario. 

Prova-se facilmente esla proposi^ao. 

Oorollario — Se uma somtna temTítemws, o seu érro*ábsóktfo^o 
^céde n vezes o maior Üos erros absolutos; e o érror^kitivo é, qumdo 
nmito^ '^ual ao maior dos erros rélativos ttos termos "éa mmm 
somma. 

(Exercido ^re numeros fraccionatios, no *livro "precédeBrte.) 

•387'Tlieorema — éiro absúluto de 'uma 'Mffertnqa é iguril á tif- 
ferenga ou á somma'dos erros absólutos dosdoisiermos da síMrac^o, 
segundo esses termos sdo approximados n*um mesmo sentido ouemsen' 
tidos contrarios. 

OoroUario — érro absoluto de uma differenqa ndo excede o dóbro 
do maior dos dois erros ábsolutos; e o érro relativo póde ser muito 
maior que qualquer dos erros relativos dos dois termos da subtracgdo, 
porque a differenqa d'estes teimos póde ser muito pequena. 

*388 Theorema— érro absoluto de um proátwhcéílioisfac^esj^^ 
proximadostnkm ¡mmmík^^aáidtí^ w^tmi4giHd>m0wmmud$», prodtmtos 
9fieiievóbtímbmfatiíflémmdo 9érr0^ab$iM9^e0dmuma^ 
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mUro factor; e é quasi igual á differenga dos mestnos produetos, ^iMifi* 
do os factores sao approxmados em sentidos contrarios, 

Sejam A' e B' os valores approximados por falta dos dois na- 
meros A e B e representem-se por « e p os erros absolatos correspcm- 
dentes, e por £ o érro do producto A x B. Teremos 

• E = AxB — A'xB'=AxB — (A — «)x(B— P). 
= A X B — [ A X B — « X B — ( A X P — « X P)] 
= AxB— AxB + axB + AxP — axP: 

por consequencia, 

E = axB + Px A; 

desprezando o producto a x porque, sendo ordinarlamente os erros 
a e ^ muito pequcnos, esse producto é inapreciavel a respeito dos 
productos a X B e p X A. 

Sejam os factores approximados por excesso. Teremos 

E = A'xB' — AxB = (A + a)x(B + W — AxB 
= AxB + axB + Axp + *xP — AxB: 

logo, 

E = axB + 3x A; 

desprezando igualmente o producto a x 
3.® Sejam os factores approximados em sentidos contrarios. Sendo 

E = A.xB — A'xB', ouE = A'xB' — AxB; 

será em ambos os casos 

E = axB — px A, ouE = PxA — axB, 

theorema fica pois demonstrado. 

•389 Theorema— - érro relativo do prodncto de dois factores, ap- 
proximados n'um m^smo sentido, é igual á somma dos erros relativos 
dos dois factores; e se os factores sáo approximados em sentidos oppos- 
toSj é igual á differenga entre os en^os relativos dos mesmos factores. 

Sejam A' e os valores approximados dos numeros A e B. 

Representemos por a e p os erros dos faclores e por E o do pro- 
ducto. 

Será, por exemplo, 

E = axB + PxA: 
AxB a"^B' 

que prova o theorema. 
N.B. Nao é exactamente igual, senáo approximadamente. 
Ctorollario I— érro relativo de um producto de muitos faetores 
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é igual á somma dos erros rekUivos de todos os factores, se estes sao 
approximados n'um mesmo sentido; e é igual á somma dos erros rekUi' 
vos dos fact*yres approximados n'um sentido, dimimiida da somma dos 
erros relativos dos factores, approccimados em sentido contrario, se os 
factores nao sao approximados todos n'um mesmo sentido. 

érro relativo de um producto de n factores nao excede n vezes o 
maior dos erros relativos dos factores, 

Corollario n — én'o relativo da potencia de grau ndeum nume- 
ro é igual a n vezes o érro relativo do numero, 

CoroUario m — érro relativo da raiz de grau n de um numero 

é igual d ^ do érro relativo do numero. 

Corollario IV— érro relativo de um quociente é igual á differen^ 
ga dos erros relativos dos dois termos da divisao, ou é igual á somma 
d'esses erros quando os termos sao approximados em sentidos contra- 
rios. 

érro relativo de um quociente naq excede o dóbro do maior dos 
erros relativos dos dois termos da divisdo. 

»390 A theoria das approxíma^oes tem por objecto resolver os doís 
problemas seguiDtes: 

l.o Sendo conhecidos com certo grau de approximaQao os dados de um 
calculOj qual será o do resultado d'esse calculo? 

2.*> Sendo preciso óbter o resultado de um calculo com certo grau de 
approximagao^ qual deverá ser o dos dados d'esse calculo ? 

Os modos de resolver o primeiro problema, applicado ás seis opera- 
^oes do calculo, constam dos principios estabelecidos acima. 

Os modos de resolver o segundo, em todos os casos, estáo nos prin- 
cipios seguintes . 

1 Para obter uma somma de n termos a menos de um érro ábsoluto 

determinadOj basta avaliar cada um d'esses termos a menos de ^ do 

n 

érro da soñfnma. 

E para obter uma somma de muitos numeros, com um érro relativo 
inferior a um limite determinadOy basta avaliar cada um dos num^ros 
com um érro relativo inferior a esse limite. 

II Para obter uma differenqa, a mmos de um érro absoluto determi- 
nado, basta avaliar os termos da subtracgáo a menos d'esse mesm^o érro 

e ambos n'um mesmo sentido, ou avaliá-los a menos de- do dito érro 
em sentidos contrarios. 

III Paracalcular o producto de n factores, com um érro relativo infe- 
rior a um limite determinado, basta cálcular cada um dos factores com 

um érro relativo inferior a - d'esse limite. 



rv Para calcular a potencia de grau n de umnumero, com um érro 



n 
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erro relativo inferior a ^ d'esse limite. 

N Pnm^íéíer^m^rmiz ée §rwmétwf^mmero cem^mérrot^Mvo 
menor queum.iémte4ad0,baaaimml¿mrmu 
iatieoanimer^ nwzee meeiimik. 

Yl Para obter um quocientey om» mn^érm'telaÉivometMr i¡ue 
MFtúMmiH, baeitaiimLUariMMe.temmii4a éiiiíieao um mm érro re- 

lativo menor que ^ d'esse Umite. 

•391 Falta agora determíDar os limites superiores dos erros; o qae 
se consegue pelas duas regras dos n.** 384 e 385, e, em geral, pelas 
atgaúiies iwiiffts. 

Bñ^;99.1^0 érro nMtvo de wn numero, cenkeeido eem'Vk al^ 
ri$m e emctm, cmttamio dodas^niidades de ordem $mn6 ekvade, qm 

svpporemos ser K, é menor qae a f^^^^ j^^^^_i ^ maior razüo 

E com eflíéito, se o numero é conhecido com m algarismos exactos, 
seo érro absoluto é menor que uma unidade da ordem do nUimo 
tf'esses algarismos; por consequencia, representando por'E o érroab- 
soluto do numero, e por t o relativo, teremos: 



e 



E < i (da ordem éo ultimo algartsne), 

E 1 i 

T7 = »<; 



N jk: X 40-- i 



Begra H — Os •m primeiros algarismos de vm numei'o approxima- 
do serao exactoSj quando esse numero for calculado com^Mm érro rda^ 

tivo menor que a fracgdo jg^^^p^jóSrTi' maior razáo, menor 

que ^; sendo Ko seu primeiro ai§arismo da esquerda. 
Torque 

1í<(K+i)'><4^-í^<Í0*: 

E = ixN< ^^ , X (K + i) X iO"-^^ i (da -ordem 

(K + l)xlO*-i V í / ^ 

tütmio ^os m Mgarísmes exactos>; 



ou 



E < -4- X 10™ = 1 (da mesma ordem). 
t40» 
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ObservaQao— Qaando o resultado de um calcolo se obtem por 
falta, com am érro relativo menor qae a fracQáo j^, oa, pelo menos, qae 

(K-i-Oxto»-! ' ^ podido conhecer o sea primeiroal- 

garismo da esqaerda K,) e se qaerem conservaros seas m primeiros 
algarismos, é necessario aagmeotar uma unídade ao ultimo d'esses 
algarismos, para que se Gque certo de que o érro absoluto será me- 
Dor que uma unídade da ordem do ultímo d'esses m algarísmos. 
Por exemplo : o resultado exacto de um calculo é 27,425947; o que 

se obteve com um érro relativo menor que — foi 27,424317, e loda- 

Yia nao póde assegurar-se que os 4 prímeiros algarismos daesquerda 
sejam exactos, como deveria acontecer pela applicagao da regra II, 
pois nao será entao possivel assignar-se seguramente o limite supe^ 
rior do érro absoluto, isto é: 

^< 27,424317 
E = £xN=-^— — , ou que 0,003. 
> 10* 

Mas, em se augmentando uma unidade ao ultimo algarismo conser- 
vado, obtem se 27,43 a menos 0,01, ou com 4 algarismos exactos. 
D'aqai se conclue a seguinte: 

Regra — Para calcular um numero com m algaíHmos exactos,. 
busca-se o seu valor approximado por falta ou por excesso, com um 

érro relativo menoí* que |om-i ^ primeiro algarismo Kéco» 

nhecido, ou menor que seJLé incognito; depois, se o vakr obtido é 

por excesso desprezam-se todos os algarismos de ordem inferior ao ul- 
timo dosm^eo numero formado por estes será a solu^ pedida; mas 
se valor é obtido por falta, entáo augmenta-se uma unidade ao uUi" 
nu>dosm algarismos, e desprezam-se todos os seguintes. 



§ 2.0 PnbleMs 

ADDIflÁO E SUBTRAC0O 

•392 I Addicionar cinco numeros, cujos valores a menos de uma um- 
dade da ordem dos set^ ultimos algarismos, sao: 35,437 , 875,63295 , 
45,7294 , 0,625875 , 2,2933. 

A somma dos erros é 0,0012ii < 0^002; o que indica ter a somma 
dois decimaes extctos, e talvez o terceiro. É pois inatil, neste caso, to^ 
mar em conta os decimaes de ordem inferior ao terceira 
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A sotnma é 959,716 a menos de 0,002, oa 959,72, a menos de O^i 
por falta oa por excesso. Com eífeíto, a somma exacta está eQtre 
989,716 e 959J26, cuja diQerenga é 0,01 : logo, 959J2 é por falta oa 
por excesso, segundo as circamstancias, a somma dos nomeros dados 
a meoos de 0,0i. 

11. Calcular ^f^' dedmaes, Uto 

é, a mmm de 0,0Oi. 
érro de cada um dos termos da somma ha-de ser menor qne 

001 

-^0=0,0002 — : basta, pois, calcular cada uma das raixes oom 
qaatro dedmaes. 

A soBuna okida será 6,3899. Logo, 6,390 será o resultado pedido,4 
meoos de 0^1, por fálta ou por excesso. 

III Obter a differenga 43,475 — 12,453219, cujos termos iMtao aveK 
liados até menos de uma unidade da ordem dos seus ultimos atgaris- 
mos. 

érro da dififerenQa nao poderá exceder 0,001001, e menos poderá 
exceder 0,002; a diíferenga terá, pois, dois decimaes exactos^ e talvez 
terceiro. Basta, pois, considerar os algarismos decimaes até ao ter- 
ceíro ; obter-se-ha 31,022, a menos de 0,002. 

É facü verifícar este calculo. Suppoodo os dqis numeros avaliados 
per falta, o primeiro está entre 43,475 e 43^476, e o segundo entre 
12,4^ e 12,4Í54: agora, faremos as subtrac^^ segaíntes: 

43,475 43,476 
12,454 t2,453 

31,021 31;023. 
A dffferenga que se busca está, pois, «ntre 31,091 e 31,0iS ; é, por 
oonseqnencia, 31,022 a menos de 0,002, por íálta oa por exeesso. 
Mas, se J5,475 é avaliaéo por exoesso : entio faremos as sabtnuv 

c5es seguintes: 

43,474 43,475 
12,454 12,453 

31,020 31,022. 
D'onde se conclue que a diíferen^ obtida 31,022 differe do resulta- 
do exacto menos de 0,002. _^ _ 

IV (MotUwr a nmos ée 0,0001 a differenga ^ 3— - ^ ' 

érro dé cada om dos termos da subtrac^ ba-de ser menor qoe 

^¡^«0,00006»: «8nup>ís sniic^enle aalailftny^ 3 e>y^eeB oin- 

co décimaes exaactos. 
A differen^a será o;0280, 'a menos de 0^0001. 
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WLTIFUCAgiO 

•393 V Com que approximagao $e podei^á calctüar o proimcto 

3,141 X 27,1:8. , . gendo exaUos os (dgarisnm dos dois factores 

dados. 

(Nos caleatos de approximagSo, uma reticencía adíante de um nu- 
Siero signifioa qae o$ algarismos seguintes sao incognitos.) 
érro do producto ha-de ser menor que o dóbro do maior éos er- 

ros relativos dos factores, islo é, menor que j^. E como o priiveiro 

aigarismo da esquerda do producto é 8, nao poderemos obter senao 
Hm» algarismos exactos: porquanto, ^ 
90 

E < 7— < 0,07, islo é : E < 0,1 ; o producto terá pois um alga- 
1359 

rismo decimal exacto. 

Por outro modo: o érro absoluto do producto é menor que 0,01 x 
3,141 + 0,001 X 27, 18 = 0,058^9 < 0,06. Logo, o producto póde ser 
avaliado até menos de 0,1. 

VI Calcular a menos de 0,01 o producto ^1+ x (^'^'^l^' 

producto será poueo mafor que 9; o sevi érro relativo será pois 

menor qod ^ = ^ : bastará, pois, calcolar os dois |actores«oiii.um 

érro relativo mepor que j^. 
Ora, como o príáieiro algarismo da esquerda de ^l +y^^^ 

6 de ^2 -|- ^ ^^^^ necessario e bastante calccdar cada um 

dos factores com.tres decimaes, porque os erros relatfvos correspon*- 

dentes saSm nicttms qae ^,e oom nmior razSoinefiores^aei^. 

Oprodncto pedido será 3,236x3,817 = 12,351 istoé: 12,36, 

ftiOiaÉos de 0,01 por falta oa p$T eveésM. 



umsio 

•394 VII Buscar o quociente da divisao de 74,756. . . por 3,14109« . « 
sabendo que o dividendo é approximado a menos de 0,003 por faUa ou 
poT excesso, equeo divisor oé% metm de 0,00001, por falta. 

3 i 

érro relativo do quociente será nmr qae -f- 3¡¡¡5'> ® 
miot razao menor que ¿ + ^= j¿^<j¡l¡j: o quoden. 

te terá taivez quatro algarísmos exactos, e será 13,79, a moAOS deQ»0i 
por falta ou por excesso. 
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Gom eíTeito, o seu érro absolato é menor qae «¡q^x 30, oa menor 
qae 0,015. 

Podémos veríOcar o calcalo assim como se segae: 

74,759 : 3,i4i59 — 23,796 ; 74,753 : 3,i4i6 = 23,794. 

verdadeiro qaocíente está, pois, entre 23,796 e 23,794, a menos 
de 0,002. 

Vlir. Calcular y/^ : y/Ta mefm de 0,00i. 

érro relativo dos termos da divisao deverá sermenor qae^x^ 
_) i 

""6000* 

Bastará poís calcalar os dois nameros com qaatro decimaes, porqae 
primeiro algarismo do dividendo é 3 < 6^ e o do divisor é i<6. 



POTENCUS 



•395 IX Obter (^ — a menos de 0,0001. 

0,0001 

érro relativo do resaltado deverá ser menor qae rr — ;=-, oa 

(3— P 

7—— ; do namero deverá, pois, ser menor qae -r^z^ ; e serao suf- 
40000 120000 

ficientes cínco decimaes, pois o primeiro algarísmo da esqaerda de 

(3-v/r)3é3. 

355 

X Com qmntos decmaes $e horde calcular j^, para obter oseucu- 
bo a menos de 0,001? 

A parte inteira do namero é 3, a do sea cabo ha-deexoeder 30 ; por 
conseqaencia para qae o érro absolato seja menor qae 0,001, será ne- 

cessarío qae o relativo nlo exceda o límíte -j^: logo, o érro do nn- 

I 355 

mero proposto náo poderá exceder ^^^ . Bastará pois calcnlar 

com cinco decimaes, porqae o sea prímeiro algarismo da esquerda 
é3>l. 



RÁIZES 



•396 XI Caicular a y^03i4i5. . cujos algarismos sSo exactos. 



XII Obter S x i/y , a menos de 0,001. 
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EXERCICIOS 



I CalctUar y/ ^—^^— a menos de 0,001. 

ÍI Calcülar a expressao ^^,^^,,^,, a menos de 0,001. 

3,l41d922D5o • . . 

ni Calctilar a menos de 0,1 a expreswo. 

('^ + ^X{/^k^+\/¥' ):(irxv/T*— 4xlog. 3); 

355 

$abendo queT^^ — . 

IV Com que grau de approximaqao se poderá calcular a superficie 
de um campo rectangular^ cvjas dimensdes sdo 847"»,4 e ^SG'",^ : sup- 
pondo cada uma das dimensoes conhecida a menos de um decimetrof 



»397 Para que o érro absoluto de um numero approximado náo ex- 
ceda meia unidade da ordem do ultimo algarismo conservado, temos 
seguíntes 

Regras, I — Quando o unico algarismo supprimido é um 5, au- 
gmenta-se ou nao uma unidade ao ultimo algarismo conservado. 

Assim, valor approximado de 31,415, com érro igual a por 
falta ou por excesso, é 31,41 ou 31,42, respectivamente. 

n Quando o primeiro dos algarismos é menor que 5, ndo se moáif^ 
ca ultimo algarismo conservado. 

Por exempk) o valor approxímado de 3,1415, a menos de — oa de 
0,05, é 3,1. 

m Quando o primeiro dos algarismos desprezados é^ou maior que 
5, augmentorse n*uma unidade o ultimo algarismo conservado. 
Exemplo—O valor approxímado do numero 31,415926... amenos 

de ^ou de 0,0005, é 31,416. Porque será necessario addicionar ao 

nomero 31,415926. 4 . menos do que 0,0005 para obter a approxima- 
^áo 31,416. 

ADDlf iO E SÜBTRACgiO 

•398 Regra — Para achar a menos de unidade inteira ou de dizima 
de ordem determinada, a somma de muitos numeros inteiros ou deci- 
maes, aádicionam-se esses numei'os, supprimindo em todos elles os o/* 
garistnos seguintes aos que exprimem unidades dez vezes inferiores ás 
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da düa approximagao; e depois de effeituada a operagao, supprime'Se 
na somma o primeiro algarismo da direita e augmenta'Se uma unida' 
de ao lUtimo conservado, ao qual se faz exprimir uiúdadis da oriem 
da approximagao. 
Eiemplo — Obter a somma dos seguintes numeros, a menos de 0>i. 



3141,59 


26535 


318,30 


98861 


1414,21 


35623 


173,20 


508075 


2236,06 


79774 


30,10 


299956 


4771,21 


2547 


698,97 


00043 



12783,64 

Somma. . . 12783,7 a menos de 0,1 por falta 



ou por excesso. 

Gom effeito, 12783,64 está approximado até menos de 8 ceatesímas 
por falta : por consequencia, addicionando a esse nnmero 0,1, e des- 
prezando 0,04, para obter 12783,7, augmentar-se ha o nomero 12783,64 
em 0,06 sómente. Assim, se 12783,64 differe da somma exacta menos 
de 0,06, 12783,7 é por excesso ; porém, se a differenga é maior que 0,06 
(mas menor do-que 0,08), enlao 12783,7 é approximado por falta; e, 
em ambos os easos, o érro nao chega auma ¿fmma. Eis o queerane- 
cessario provar. 

ObaervaQ&o— A regra preoedente é para o caso de se addickma- 
rem menos de 12 numeros. Se for necessario addicionar mais de lie 
menos do que 102, será entao preciso: approximar cada um delles a 
menos de uma unidade 100 vezes menor que a da approximagao de- 
terminada; supprimir dois algarismos da direita ao resultado obüdD, 
e augmentar n'uma unidade o ultimo algarismo conservado. 

Tambem se póde approximar por falta metade das parcellas da sam- 
ma, e a ontra metade por exeesso; umas e outras e menos de meia 
nnidade de ordem dez vezes menor que a approxima^ao prefíxada. 

Regrra — Para achar a menos de uma unidade inteira ou decimal de 
uma ordem determinada, a differenga entre dois numeros inteiros ou 
decimaeSy suhtrahem-se esses numeros, supprimindo em ambos todos os 
átgarimos seguintes aos que exprimem unidades da ordem da m£sma 
approximagño. 

Exemplo— Ac;^r a differenga entre 31,415926535 > 14,142135623 
até menos de OflOl: 




343 



TYPO 00 nLCOLO 

92653^ 



31,415 
14,142 



13562^ 



Resio . . 17,273 a ímuos de 0,00i. 
A deoHmstr^ao áesta regra consia do theoreaia do n.*' 387. 



MIJLTIM.ICA5Á0 

•399 Para acharj a menos de uma unidade inteira ou decimal de or^ 
dem dada, o producto de dois numeros inteiros ou decimaes, escreve-se 
o multiplicador em ordem inversa debaixo do muUipUcando, de manei- 
ra tal que o álgarismo das unidades simples do multiplicador corre- 
sponda ao do multiplicando que exprime unidades cem vezes inferiores 
á approximagao designada; depois multiplicase o multiplicando succes- 
sivamente por cada um dos álgarismx)s do multiplicador, comegando 
pela direita, e abstrahindo em cada multipUcagáo parcial dos algaris- 
mos do multipUcando, collocados sóbre a direita do que serve de multi- 
plicador; vao-se escrevendo os productos parciaes assim óbtidos uns de- 
baixo dos outros, de modo tal que os primeiros algarismos da direita 
de todos osproductos fiquem n*umamesm>acolumna; eemfim^ addicio- 
nam-se todos esses productoSj supprimem-se dois algarismos á direita 
do resvltadOj e augmmta-se uma unidade ao ultimo conservadOj que 
horde exprimir unidades da ordem da approximagao designada. 

Exemiúo— Calcular o producto 3,1415926535x27,18281828, até 
tnenos de 0,1. 

TYPO 00 CALCULO 

3,141592 
82 8172 

62 830 
21987 

314 

248 
6 

85,385 

Producto obtido 8 5,4 a menos de 0,1. 

primeiro multíplicando parcial é 3,1415, approximado a menos de 
0,0001 ; producto deste multiplicando pelo algarismo 2, porque este 
eKprime deienas, ha^e exprknir miUesimas, e o defeito d'esse producto 
mú menor qae 0,0001 x 20, ou que 0,002. segundo midtiplibando 
parekJ é344i, approximado aju^s de 0,001; o producto deste mu^ 
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tiplícando pelo algarismo 7 das onidades do malliplicador deve cxpri- 
mir millesimas, com um defeito menor que 0,001 x 7. terceiro mul- 
tiplicando é 3,14, a menos de 0,01; e o producto deste pelo algarismo 1 
do multíplicador, porque esse algarismo exprime decimas, deve neces- 
sariamenteexprimir millesimas, com um defeito menor que 0,01 x 0,1, 
ou que 0,001. producto de 3,1 por 0,08 ha-de exprimir millesimas, 
a menos de 0,1 x 0,08 ou de 0,008 : e o producto de 3 por 0,002 
tambem deve exprimir millesimas, a menos de 1x0,002 oude 0,002. 
Ora, como se desprezam todos os algarismos do multíplicador seguin- 
tes ao das millesimas, que é 2, e como o defeito proveníente d'esse des- 
prezo será menor que uma unidade da ordem relatíva ao algarísmo 
2, isto é, do que uma millesima; scgue-se que odefeito que d'abi 
provém ao producto geral é inferior a 0,001 x 3 ou a 0,003 (3 é o 
algarismo do multiplicando correspondente ao das millesimas do 
multiplicador. Assim, o defeito do producto 85,385 é menor do que 
(2 + 7+1 + 8 + 2 + 3) millesimas, ou do qup 23 millesimas; e nao 
chega portanto a 0,1. Logo, desprezando os dois algarismos da direita 
do producto obtido, e augmentando uma unidade ao ultimo algarismo 
da direita do numero resultante 85,3, o numero que assim se obtem 
85,4 será necessariamente o producto procurado, approximado até me- 
nos de 0,1 por falta ou por excesso (n.*» 398). 

ObservaQao— A regra precedente suppoe o caso mais geral em 
que a somma dos algarismos uteis do multiplícador, augmentada com 
primeiro algarismo da esquerda do multiplícando, náo excede a 
100. Quando esta somma fosse comprehendida entre 100 e 1001, sería 
necessario modifícar a regra estabelecida, collocando o algarismo das 
unidades do multiplicador debaixo do algarismo do multiplicando, re- 
presentante de unidades 1000 mil vezes inferiores á approxíma^áo de- 
signada, e supprimindo depois tres algarismos á direita do producto 
obtido, em logar de dois. Mas, se essa mesma somma fosse menor do 
que il, bastaria entáo collocar o algarismo das unidades domuUipli- 
cador debaixo do algarismo do multiplicando, representante de unida- 
des da ordem immedíatamente inferior á daapproxima^áodesignada, 
e supprimir depois um só algarísmo á direita do producto obtido. 

Emñm, convem observar : que invertendo a ardem do$ dm factores 
do producto se obtem o mesmo valor approximado, 

D'aqui resulta o methodo de tirar a prova de uma multiplicagáo 
abreviada. 



DIVISÍO 

•400 HegreL—Para achary a menos de uma unidade inSeira ou de- 
cimal de uma ordem designada^ o quociente de dm níumeros inteiros 
^u decimaes, coñneqa-se por detemUnar o numero dos algarismos da 
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parte nUeira do quociente, e, por consequencia, o mmeí'o n do$ aU 
garimos do quociente pedido; depois toma-se á esquerda do divisorum 
alffarismo, ou tomam-se dois, com tanto que o numero formado por eües 
seja menor possivel, mas superior an;em seguida contam-se mais n 
ai§arismos no divisor sóbre a direita daquelle numero, e desprezam-se 
todos 0$ restantes: o numero que assm se óbtem é o primeiro divisor 
approximado, Feito isto, tomam-se á esquerda do dividendo tantos a¡- 
garismos quaiUos os necessarios para que o numero formado por elles 
contenha o divisor uma vez pelo menos, mas menos do que dez vezes, e 
desprezam-se entáo todos os algarismos restantes no dividendo: o nti- 
mero assim formado será o primeiro dividendo parcial ou approxi- 
mado. 

Abstrahindo das virgulas em ambos os termos da divisao, ou consi- 
derando-os inteiros, divids-se o primeiro divideTido pelo primeiro divi- 
sor, e quociente obtido será o primeti^o algarismo da esquerda do quo- 
ciente; divide-se o resto correspondente pelo segundo divisor^que se for- 
mará do primeiro pela suppressáo do seu ultimo algarismo da direUa, 
e quociente óbtido será o segundo algarismo do quodetUe geral; divi- 
de-se segundo resto pelo terceiro divisor approximado, que se formará 
do segundo eliminandO'lhe o ultimo algarismo da direita, e continua-se 
assim successivamente até se acharem todos os n algarismos do quo- 
ciente procurado. Finalmente, collocorse de tal modo a virgula no quo- 
ciente óbtido queo seu ultimo aJgammo da direita expríma unidades 
da ordem designada, 

Exemplo— Dmdtr 3,14159265:35 ;)or 0,069314718^ e approximar o 
quodente até menos de 0,1. 



Será 45,3 o qaociente pedido, a menos de 0,1. 

Procnra-se primeiramente o nnmero de algarismos do qnocíente. 

Para isso transporta-se a virgula do divisor para a direita do seu 
primeiro algarismo significativo da esquerda, e opera-se pelo mesmo 
modo sóbre o dividendo, para que o quociente nSo mude de valor: e 
posto isto, os dois termos da divisao seráo convertidos em^314^15926535 
e 6,9314718, e ficará evidente que a parte inteira do quociente pro- 
curado, igual á parte inteira do quociente da divisao de 314 por 6, 
ha-de ter dois algarísmos. 

Ora, como o quodente pedido deve ser approiimado até deeimas, o 
numero de algarísmos do qnocieme será 2 + i ou 3. Logo, o quociente 
pedido constará de tres algarísmos. 



TYTO DO CALCULO 



31415 
3691 
226 
19 



6931 



453 




Po8lo islo, eonio 6 > 3, bMará contar si¡hm a d^rtüa de 6 tres al- 
gxrismos; e o {Hímeiro divisor apmnoximado aeitiSOÍá; o sei^ndo 
eerá 693, e o terceiro 69. primeíro diwdendoa HinyiiiB ado eerápDlB 
~ 31415; abstrahiiKlo da vírfQla. 

Depois, effeitaflan^ setroDdo a regra as dtródei parenies^ eobtam^ 
se assim o qsocieiite pedido. 

A proya desta regra üa-se mui facilflMnte. 

Gom efieito, muUipücaodo aiada por iO os dois termos da diTÍñ(v 
qaodente n2o madará de yalor, e a qaestao ftcará rednzida a di?i^ 
dir 31&i^9M53^ por 69,3i47i8. (Esta mudan(a de Yirgola, para 
eeparar o altimo divisor approxioiado 69, ó oonfmiiente para a ie- 
monstraQao.) E o verdadeiro quadro da operagao será pois o se- 
gointe: 

3i4i,5|9m85| 69,3it47i8 
369,il I4P 
22,6 
i,9 

E resto da operaQio i,9926535, queenánecessariameiitemaior qae^ 
resto da operagáo effeituada pelo processo ordinario; e excesso t 
ha-de ser ignai ao érro proveniente da moltiplica^ abreviada dodi^ 
visor pelo qaociente, vistoque esse producto ó formado por def^to. 

Sopápois •<(4 + 5 + 3)xO,i. 

Posto isto, represente-se por Q quociente incognito, obtido pebu 
oporaQao exacta. Teremos pois 

Q=46,3-f 
d'onde 



Ora, resto i,9 é necessariamente menor do que divisor 69; e, 
por conseqaencia, i,9926535 < ^,3i47i8, isto é : prímeiro termo da 
diffBren^a entre qaociente exacto e approximado é uma frac^ao 
propria. Relativam^te ao.segundo termo dadiffsren^^ s <69,3i47i8: 
porque, sendo • < (4+5+ 7) x 0,1, é a-fartiori • < (iO+iO+iO) 
xO,i, ou •<iOxnxO,i, ou e<n; mas 6>n, por condiQao, e 
a^orUari 69 > n e 69,3i47i8 > n; logo • < 69,3i47i8. Clonseqaente- 
mente, segundo termo da differenga entre os dois quodentes é tambem 
quebrado, e a differenga é necessariamente menor que uma unidade. 

Finalmente, sendo i9<69 e n<6, será evidentemente i,9 <69 

X— e6<69x— ,ou— <— ®^<7Q'^stoé: cada um dos ter- 



i,9926535 — • , i,9926535 

= 45,3 ' 



69,3i47i8 ' ^ 69,314718 69,3147i8 ' 

1,9926535 • 



Q-45,3 = 



69,3147i8 69,3i47i8 ' 
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mos da differenga deve ser neoessariameiite menor que—, e asuadif- 

11). 

feren^a será por fbrga menor do que —r. Logo, a differenga entre Q e 

10 

45,3 nao chega aO,l: logo, o quociente approximado 45,3 nao differe do 
quociente exacto Q senao menos do que 0;1. £ a regra fica a^im eri- 
dentemente provada. 

ObservagSes. I-*Se algum dividendo parcial for menor doqueo 
divisor respectivo, pdr-se-ha um zero no qnociaite, tomar-se-ha o di- 
visor approximado immediato, e continuar-se-ha a divisáo segundo a 
regra. 

H— Se algum dividendo parcial for maior que dez vezes o divisor 
respectivo, escrever-se-ha entao 9 no quociente, e á direita deste p^r- 
se-hao ainda tantos noves quantos os algarísmos que faltarem para se 
completar o quociente pedido; e a divisáo fícará assim terminada. 

A razáo d'isto consiste no seguinte : se um dividendo parcial D é 
maior do que dez vezes o divisor respectivo d, será evidentemente o 
resto R, igual á (D — 9 x íi), maior do que d; e, por consequencia, R, 
que é o novo dividendo parcial, será maior do que 10 vezes o divísor 
respectivo, que ha-de ser formado de d pela suppressao do ultimo sd- 

garismo da direita, e que ha-de por isso ser menor do que Logo, 

quando um dividendo parcial for maior que 10 vezes o divisor respe- 
ctivo, todos os dividendos parciaes seguintes seráo tambem 10 vezes 
maiores que os respectivos divisores. Eis como se explica a observa- 
acima produzida. 
m Falta advertír: que o quociente obtido pelaapplica^áo da regra, 

será por falta ou por excesso, segundo for e ou 1,9926535. 



•401 Hegrra — Para extrahir a raiz qaaárada amems devmamii' 
dade a um numero inteiro qualquer, bastará calcular primeiramenie 
numero formado por metade^ dos algarismos da raiz, contando da es- 
querda^ $e o primeiro algarismo da raiz for maior do que 4, ou o for- 
mado por metade e mais nm se o dito primeirchálgarismo for iguál ou 
inferior a e dividir depois o resto geral correspondente a essa operor- 
fao pelo dóbro da primeira parte da raiz assim óbtida, quociente aih 
srm determinado será a parte complemmtaria da raiz pedida, e escre^ 
ver-se'ha tal qml á direita da primeira parte, obtidor^felo processoor- 
dinario. 



> 



EXTRÁCglO DE RáJZES 



Exemplo — Cálcular a 




até menos de 0,0001. 
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TYPO DO CALCULO 

Prodacto de 2 por 



(10000)« lOO'OO'OO'OO 

10.0 
40.0 

DÍYÍ^ndo 1190000 

62000 

Resto da divisao . . 56 00 



141. . . Primeira parte da raiz. 



24 


281 


4 


1 


28200 



28200 Dobro da raíz obtida. 



42 Parte complemeiitar ia da raíz. 
Resnltado da ópera^ = 1,4142. 

Para demonstrar esta regra discdrremos como se segue. 

Seja N numero dado; seja a a raiz quadrada d*esse numero com 
2K ou (2K + 1) algarismos, e a a primeira parte dessa raiz com K ou 
(K + 1) algarismos significalivos, determinada pelo processo ordina- 
rio; emfim, represente-se por fi a parte complementaria e incognitada 
raiz, com K algarismos. 

Será 

N = (a X 10^ + P)2 = X !05-k + 2a X P X lO^ + P^; 

d'onde tiraremos 

N~a«xl05>^ = 2axpx 10»^ + p^ 

ou 

N— a^XlQ?»^ , p« 

2^X10«^ ~'^"^2aXl0k* 

Ora, se a tiver (K+ 1) algarismos, ou se tendoKalgarismos, foro 
primeiro da esquerda igual ou superior a 5, o producto 2 a x lO^ 
terá necessariamente (2 K +1) algarismos, e será maior do que p^ que 
terá 2K algarismos quando muito. 

A expressao ^ ^ ^**^ P^^^ frac^aa 

Posto isto, seja Q a parte inleira do quocíente, que se obtem dívi- 
dindo (N — a* X 10*^) por 2 a x lO*', e seja R o resto da divisao; será 
poiSy deduzida da igualdade precedente, 

R p« 



2aXlOk 2aXlOk 



Ora, a diíTeren^^a entre a parte complementaria da raiz pedida e o 
quocíente obtido Q, nao cbega a uma nnidade, poís é expressa pela 
differen(a entre dois quebrados. Logo, se p- > R, o quociente Q ex- 
primirá por excesso a parte complementaria da raiz; e se R > p^ Q 
será por falta, ifas em cada um dos casos, a menos de uma unidade. 

Se R = p-, quociente exprimirá exactamente a segunda parte p 
da raiz. 

£ a regra fica assim demonstrada. 
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ObservaQEo I— Póde se obter o resto geral da operaQao como se 
segue. 

dividendo (N— x 10*^) é ¡gual ao produclo 2 * x lO' x Q e 
maís resto R: por consequencia, 

N=««xiO^' + 2*.IO*xQ+R + Q«— Q2, 
^ N — («xlO>^ + Q)2 = R-Q« (i) 

Deduz-se desta igualdadc a seguinte regra: 

Para obter o resto da extraccao de uma raiz quadrada, effectmda 
pelo processo ábreviado, basta stibtrahir do resto da divisño, feitapara 
se obter a parte complementaria, o quadrado do quodente. A differenra 
será resto da operagáo. 

Mas, se Q > P, isto é, se Q é por excesso, a igualdadí (i) aonde 
será N < (* X iO^ + Q)', mostrará nesse caso que Q^ > R. 

maior quadrado inteiro contido em N náo será (ax iO' + Q)^ 
senatí (* x iO^ -f- (Q — i))*. E posto isto, da igualdade (i) deduzir-se- 
ha agora a expressao do resto da operacao, que será a seguinte : 

Reslo da opera^áo = (R + 2 « xiO»') — (Q« — 2 Q + i) 
= R + 2axi0k — Q2 + 2Q — 1 
= 2 X (* X iO^ + Q) - (Q« - R + i). 

JDeduz-se desta fórmula a seguinte regra: 

Se o quociente Q é por excessOj ou se tf> R; para obter o resto da 
operagñOj multiplique'Se por 2 a raiz obtida, e diminua-se do producto 
uma unidade e mais o excesso do quadrado do quociente sóbre o resto 
da divisao. 

Exemplo — Pede-se ^*^^ decimaes, 

TYPO DO CALeULO 



3.00'00'OOWOOWOO'OO 
200 
iiOO 



i73 Primeira parte. 
27 I 343 



Primeiro di videndo . 7 iOO 00 

Primeiro resto i80 

R»=i8000,Q»20, 



346.00 



20 Primeíra parte complementaria. 

R — Qt = i7600... Í760000000000 [ 34640.0000 

15080 Segondapartecom- 

Segundoresto 2880 plementaria. 

R = 288000000, Q = 5080, R — Q<:= 262Í93600, que é o resto da 
opera^áo. 

A raiz é poís i,73205080, a menos de — por falta. 

processo é como se segue. Gomo o primeiro algarismo da raiz é 
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i, menor do qne 5, calealam-se os 3 algarísmos 1, 7 e 3 pelo prooes- 
So ordinario; depois, dívide-se o resto 7i, com quatro zeros á direita, 
ou 710000, pelo ddbro de i73 com dois zeros, on de 17300, • obtem- 
se quociente 20, cujos algarismos 2 e sao os dois ifliBiedlalos ám 
raiz. Busca-se o resto da operagao, e obtem-se 17600. resto geral é 
pois 1760000000000; divide-se este resto pelo ddbro da raiz achaáa 
173200000, ou por 346400000; o qnociente 5060 representa a parte 
restante da raiz, que é assim 173205080; e o resto da operaQao é ae- 
oessariamente igoal a 262193600. 

ObservaQSo n~Póde obter-se nm processo analogo ao preee- 
dente para a extracQao da raiz cubica : mas essenaotemimportancla 
(n.*» 329). 
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APPENDICE 



Gomo todos os autores mathematicos usam empregar as letras do 
alphabeto grego, quando querem caracterisar certas quantidades de 
um modo notavel, ou em outras circumstancias diversas; convem aos 
que estudam mathematica conhecer o dito alphaheto. maís usual é o 
alphabeto jonico, que abaixo se segue: 



Maiscalo 


Mioascaio 


Pronuncia{3o 


Valor 


A 


ct 


alpha 


A a 


B 




béta 


B b 


r 


1 


gamma 


o 


A 




delta » 


D d 


E 


e 


épsilon 


E e (brevej 


Z 


: 


zéta 


Z z 


H 


m 


éta 


E é (longo) 


e 





theta 


Th th (ou z) 


I 


i 


iota 


I i (vocal) 


K 


X 


kappa 


K k 


A 


X 


lambda 


L 1 


M 




mu 


Mm 


N 


V 


nu 


N n 


a 


5 


xi 


X X (cs ou gs) 


o 





ómicroQ 





n 


1P 


Pi 


P p 


p 


? 


rho 


R r(rh) 


2 


c f 


sigma 


S s 


T 


T 


tau 


T t 


T 


U 


úpsilon 


U u 


^ 


9 


phi 


F f(ph) 


X 


X 


chi 


J j (ch ou q) 


w 




psi 


Psps 


n 




ómega 


ó (longo) 
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PAG. LINHAS ERROS EMENDAS 

(18 res- re- 

Jl9 peilo , «pciU) 

4 Í0176 ) i_?>476 

jxXCLXXVI,} jxXCLXXVI, 

43 1380b 7 3 

50 8 3 3Í 

55 dÍTersas 1353 2353 

64 14 (o«90)...(D.»91) (n.«91)...(ii.«90> 

jll ODxe dei, 

i7»VLh 5- 6»» 

84 IsDb 1000 100 

« If^i - Il^ 

oo H.— j .1 |27nDÍdadc8) 27 

W TypodocakDlo \j j |9Dnidade. 

158 2 5.9178369 5.9178769 

(6 snb em somma, em SDmma, 

jlsDb S + í S + 8— 2m 

228 98Db » 525 535 
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PEOGEMMS 



DE 



TRES CLASSES DE lATHEHATICA DO CURSO DO C0LLE6I0 IILITAR 



i.*— CLASSE DE AIUTHIETICA [3.° anno do eorso) 
SO dias lectivos 

Desde n.° 1 ató 143. Exercicios sóbre o terceiro modo de constrüc- 
Qao dos numeros. Appendices, I, II e III. 
Systema legal de medidas, n.° 209. 

Regras de tres; regra de propor^ao; regra de companhia^regra de 
juro simples; todas pelo methodo de redacgao á unídade. 

(Em'24 li(5es, 12 repeti(Ses e 14 exercicios praticos.) 



2.« — CUSSE DE ARITHIETICA E GEOIEHIU PUNA [4.° anoo do cnrso] 
80 dia.s lectivos 

Recordagáo breve desde n.*» 1 até 143, exclusivé, E depois, desde 
n.° 144 até 261; desde n.° 264 até 269; e desde n.° 272 até 281, in- 
clusivé, 

(Em 20 Ii$8es, 10 repeti(5es, e 20 exercicios praticos.) « 

N. B. Os 30 dias lectivos restantes seráo destinados para o estudo 
da geometria plana. 



150 dias lectivos 

Recorda^áo summaria da arithmetica usual. E depois, como intro- 
duc^áo á Algebra, arithmologia até n.^* 384, inclusivé, 

(Em 16 li{&es, e 8 repeti$5es.) 

N. B. Os 126 dias lectivos restantes seráo destinados ao estudo da 
Algebra, á recordaQáo da geometria plana, ao estudo da geometria no 
espago e da trigonometria, e ao de no^5es brevissimas de geometria 
descriptiva. 



PARA AS 



3.«— CUSSE DE lATHEIATICA ELEIENTAE [5.» anno do corso) 
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